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从 力学 、 物 理学 、 天 文学 直到 化 学 、 生 物 学 、 经 济 
学 与 工程 技术 , 无 不 用 到 数学 . 一 个 人 从 入 小 学 到 大 学 
毕业 的 十 六 年 中 ， 有 十 三 、 四 年 有 数学 课 . 可 见 数学 之 
重要 与 其 应 用 之 广泛 ， 

但 提起 数学 ， 不 少 人 仍 觉得 头痛 ， 难 以 入 门 ， 甚 至 
望 而 生 恨 ,我 以 为 要 克服 这 个 鸿 淘 ， 还 是 有 可 能 的. 近 
代数 学 难于 接触 , 原因 之 一 大 概 是 由 于 其 符号 、 语 言 与 
概念 陌生 , 兼 之 近代 数学 的 高 度 抽象 与 概括 , 难于 了 解 
与 掌握 ， 我 想 ， 如 果 知 道 讨论 的 对 象 的 具体 背景 ， 则 有 
可 能 掌握 其 实质 .显然 ， 一 个 非 数 学 专业 出 身 的 人 ， 要 
把 数学 专业 的 教科 书 都 自修 一 遍 , 这 在 时 间 与 精力 上 者 
不 易 做 到 , 若 停留 在 初等 数学 水 平 上 , 哪怕 做 了 很 多 难 
题 , 似 亦 不 会 有 助 于 对 近代 数学 的 了 解 . 这 就 促使 我 们 
设想 出 一 套 “ 走 向 数学 ”小 丛书, 其 中 每 本 小 册子 尽量 
用 深入 浅 出 的 语言 来 讲述 数学 的 某 一 问题 或 方面 ,使 工 
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程 技术 人 员 ， 非 数学 专业 的 大 学 生 ， 甚 至 具有 中 学 数学 
水 平 的 人 , 亦 能 懂得 书 中 全 部 或 部 分 含义 与 内 容 . 这 对 
提高 我 国人 民 的 数学 修养 与 水 平 , 可 能 会 起 些 作用 , 显 
然 要 将 一 门 数 学 深入 浅 出 地 讲 出 来 ， 决 非 易 事 , 首先 要 
对 这 门 数学 有 深入 的 研究 与 透彻 的 了 解 . 从 整体 上 说 ， 
我 国 的 数学 水 平 还 不 高 ,能 否 较 好 地 完成 这 一 任务 还 难 
说 ,但 我 了 解 很 多 数学 家 的 积极 性 很 高 ， 他 们 愿意 为 
“走向 数学 ” 撰 稿 ， 这 很 值得 高 兴 与 欢迎 ， 

承蒙 国家 自然 科学 基金 委员 会 .中 国 数学 会 数学 传 
播 委 员 会 与 湖南 教育 出 版 社 支持 , 得 以 出 版 这 套 “ 走 向 
数学 ”从 书 ， 谨 致 以 感谢 . 


大 家 知道 ， 曲 线 和 曲面 是 几何 学 的 研究 对 象 ， 在 中 学 数学 
教程 中 ， 学 生 学 习 了 直线 、 圆 、 椭 贺 、 抛 物 线 、 双 曲线 等 比较 
简单 的 、 很 特殊 的 曲线 ， 至 于 曲面 ， 则 根本 不 可 能 涉及 ， 本 书 
以 曲面 为 主要 讨论 的 内 容 ， 因 此 ， 本 书 的 大 部 份 内 容 是 无 法 被 
中 学 生 所 接受 的 . 与 《走向 数学 》 从 书 的 其 他 一 些 著作 相 比 , 本 
书 必定 会 更 多 地 失去 了 这 一 部 分 广大 的 读者 ， 从 这 个 意义 上 来 
说 ,作者 只 能 深 表 车 意 . 

虽然 如 此 ， 作 者 还 是 力图 用 最 少 的 数学 知识 来 阐明 “计算 
机 辅助 几何 设计 ”( 英 文 缩写 为 CAGD) 这 一 门 新 新 的 学 科 , 具 
体 地 说 ， 只 要 学 过 单 变量 函数 微分 学 的 人 ， 就 可 以 读 完 本 书 的 
前 4 章 , 这 对 于 了 解 CAGD 的 韵味 已 经 足够 ; 对 一 位 懂得 多 变 
量 函数 微分 学 的 读者 来 说 ， 可 以 阅读 全 书 而 无 困难 . 

CAGD 这 门 新 学 科 的 发 生 和 发 展 , 它 的 内 容 、 方 法 和 意义 ， 
将 在 本 书 的 第 一 章 中 详 述 ， 几 何 学 里 研究 的 曲面 ， 大 多 数 是 业 
已 存在 的 、 古 典 的 或 著名 的 曲面 ; 而 CAGD 则 是 讨论 在 计算 机 
的 帮助 下 如 何 去 设 计 、 去 表示 “自由 型 曲面 ”. 所 谓 自由 型 曲面 ， 
是 人 们 脑海 里 只 有 关于 该 曲面 的 大 臻 构想， 而 无 精确 的 数值 定 
义 ， 从 而 有 着 很 大 的 任意 性 . 这 一 点 正 是 几何 学 与 CAGD 所 研 
究 的 曲面 的 根本 区 别 ， 由 于 研究 对 象 的 不 同 ， 研 究 方法 上 也 有 
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很 大 的 差异 . 

在 CAGD 中 , 有 一 个 很 著名 的 方法 ， 即 Bezier 方法 , 这 个 
方法 出 现 于 本 世纪 50 年 代 末期 . 不 久之 后 , 人 们 发 现 它 与 古典 
的 Bernstein 多 项 式 (1912 年 ) 有 十 分 密切 的 关系 . Bernstein 多 
项 式 属 于 “函数 逼近 论 ” 的 范围 ， 是 一 套 很 优美 的 数学 . 自从 
它 问 世 以 来 ， 理 论 上 的 研究 长 盛 不 衰 ,但 是 时 隔 半 个 世纪 ， 人 
们 还 未 能 给 它 找 到 任何 的 数值 应 用 . 当 人 们 开始 感到 绝望 的 时 
候 , Bézier 方法 成 了 CAGD 中 的 强大 武器 , 这 就 给 Bernstein 多 
项 式 赋 对 了 新 的 生命 ， 数 学 研究 成 果 与 其 他 学 科 互 相 渗透 、 互 
相 促 进 的 成 功 例子 可 以 找到 很 多 ,作者 认为 ，Bernstein 多 项 式 
理论 与 CAGD 的 发 生 和 发 展 , 是 一 个 最 新 的 、 十 分 有 说 服 力 的 
生动 例子 , 它 表 明了 数学 上 的 成 就 与 工业 技术 革命 的 密切 联系 ， 
简 而 言 之 ， 本 书 描述 的 是 “从 Bernstein 到 Bezier” 3X—S ARK 
舞 的 过 程 . 

作者 非常 感谢 以 冯 克 勤 教授 为 主编 的 《走向 数学 》 从 书 编 
委 会 , 早 在 1992 年 他 们 就 接纳 了 作者 的 这 一 选 题 . 由 于 种 种 原 
因 ， 直 到 很 晚 才 交 稿 .我 也 应 当 感谢 湖南 教育 出 版 社 的 欧阳 维 
诚 先 生 和 备 实 华 女士 ， 他 们 对 我 的 拖拉 一 直 抱 着 容忍 和 耐心 的 
态度 他们 认真 细致 的 编辑 加 工 将 为 本 书 增色 ， 作 者 愿 以 本 书 
作为 同 他 们 长 期 以 来 友 这 和 合作 的 一 项 纪念 . 

作者 也 应 当 感谢 美国 杨 伯 输 大 学 (Brigham Young Uni- 
vwsity) 的 工 W. Sederberg 教授 ， 因 为 他 人 允许 作者 以 他 发 表 
的 图 片 作为 本 书 的 封面 ， 图 片 中 的 一 对 电话 话 简 正 是 用 CAGD 
的 方法 在 计算 机 上 生成 的 . 
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计算 机 辅助 几何 设计 中 的 曲面 


现代 化 的 巨型 喷气 客机 ， 是 本 世纪 科技 进步 的 伟大 成 就 之 
一 ， 乘坐 这 种 客机 ， 从 世界 的 这 一 端 到 另 一 端 ， 真 正 做 到 了 
“ 朝 发 而 夕 至 ” 现代 的 舰 船 虽然 比 不 上 飞机 的 快捷 ， 但 是 它们 
的 容量 之 巨大 ， 足 以 把 十 几 万 吨 甚至 几 十 万 吨 的 物资 送 到 大 洋 
的 彼岸 .人们 尽情 地 享受 着 这 些 现 代 的 物质 文明 ， 但 是 ， 除 了 
参与 设计 和 制造 飞机 或 舰 船 的 人 们 之 外 ， 很 少 有 人 能 想像 得 到 
设计 和 生产 这 些 庞然大物 的 工作 的 复杂 和 艰巨 ， 

我 们 姑且 撤 开 飞机 和 舰 船 的 精密 的 发 动机 和 内 部 各 种 复杂 
的 油 路 、 电 路 和 管道 不 谈 ， 单 说 它们 的 外 形 的 制作 ， 也 就 能 看 
出 其 中 的 惊人 的 复杂 性 . 

灯笼 是 我 国人 民 传统 的 喜庆 场合 的 装饰 品 ， 大 家 都 知道 灯 
第 是 怎样 制 成 的 ; 工匠 先 用 竹 篇 按照 他 心中 想像 的 式 祥 扎 成 一 
个 架子 ， 这 个 架子 就 是 灯笼 的 骨架 ， 骨 架 中 间 是 许 许多 多 的 空 
m. 然后 ， 工 区 将 彩色 的 纸 或 丝绸 糊 在 这 个 架子 上 ， 再 经 过 适 
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庞大 , 但 是 在 制作 骨架 然后 在 骨架 上 蒙 上 “和 蒙 皮 ”( 飞 机 制造 术 
i) 这 个 过 程 上 来 说 是 一 致 的 ， 设 计 一 经 确定 之 后 ， 那 许 许多 
多 的 纵向 与 模 向 的 骨架 就 得 按照 设计 的 要 求 准确 地 制作 ， 上 骨架 
中 间 也 有 一 个 一 个 的 空洞 ， 在 空洞 上 张 上 蒙 皮 才 造 成 了 飞机 的 
外 形 . 张 蒙 皮 的 过 程 决 不 像 糊 灯笼 那么 便当 ， 用 来 制作 蒙 皮 的 
铝板 是 有 一 定 的 刚度 的 ， 不 像 纸 和 丝绸 那么 柔软 ， 可 以 任 人 摆 
布 ， 这 就 产生 了 将 蒙 皮 按照 骨架 的 形状 “成 型 ”的 问题 ， 飞 机 
的 机 舱 内 密布 着 各 式 各 样 的 零件 和 管线 ， 既 要 节省 空间 又 要 互 
不 干涉 , 相互 间 的 配合 应 当做 到 真正 的 “无 毫发 夹 ”"” 飞机 和 舰 
船 都 是 庞然大物 ,如果 各 种 零 部 件 在 尺寸 上 不 能 做 到 协调 一 致 ， 
最 后 必然 会 出 现 完全 装配 不 起 来 的 局 面 

为 了 保证 达到 互相 协调 的 精度 ， 在 飞机 制造 工业 中 ， 多 年 
来 形成 了 一 套 严 格 的 传统 工艺 ， 以 五 十 年 代 前 苏联 的 飞机 工业 
为 例 ， 就 建立 了 “ 模 线 一 样板 一 标准 样 件 工作 法 ”的 工艺 流程 ， 
模 线 来 自 设计 图 纸 ， 构 成 了 整个 工艺 流程 的 最 原始 的 依据 ， 为 
了 保证 精度 ， 工 艺 规定 :同一 模 线 只 能 复制 而 不 许 重 画 ; 对 称 
的 曲线 只 画 一 半 ， 另 外 对 称 的 部 份 只 能 由 反射 产生 ; 模 线 与 机 
身上 的 曲线 有 相同 的 尺寸 ,因此 绘制 模 线 的 车 间 必 须 十 分 宽敞 ; 
在 绘制 模 线 的 时 期 ， 不 得 不 从 全 国有 关 工 厂 调 来 大 批 熟 练 的 技 
术 人 员 ， 大 兵团 作战 ， 从 事 好 元 个 月 的 艰苦 劳动 .根据 模 线 制 
作 样 板 ，- 再 根据 样板 制作 标准 样 件 ， 然 后 再 制作 各 种 形式 的 模 
胎 和 型 胎 , 这 中 间 的 每 一 个 环节 上 都 包含 着 说 不 尽 的 艰难 苦楚 . 
但 是 ， 这 些 工作 并 不 是 制造 飞机 的 本 身 ， 只 是 制造 用 于 制造 飞 
机 的 工具 ,它们 都 属于 “生产 准备 阶段 ” 一 般 来 说 ,在 生产 飞 
机 的 全 过 程 中 ， 生 产 准 备 阶 段 所 占 的 时 间 ， 是 整个 过 程 的 三 分 
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之 二 . 如 果 要 生产 一 种 新 型 号 的 飞机 ， 那 么 原来 的 “生产 准 
备 ” 必 须 全 部 报废 ， 一 切 只 能 从 零 开始 

即使 严格 地 执行 上 述 工艺 规程 ， 到 了 最 后 的 装配 阶段 ， 发 
生 各 种 各 样 的 不 能 协调 的 问题 ， 也 是 屡见不鲜 的 事 . 

不 难看 出 ， 问 题 的 症结 在 于 : 在 整个 生产 过 程 中 ， 都 是 用 
实物 来 传递 几何 信息 ， 由 于 在 每 一 个 环节 上 不 可 避免 地 会 产生 
误差 ,加 上 环节 众多 ,即使 初始 环节 上 只 是 “ 差 之 毫 厘 ”， 几 经 
实物 传递 几何 信息 之 后 ， 误 差 的 积累 却 可 能 使 最 后 的 结果 “ 失 
LTE” 存放 模 线 、 样 板 、 标 准 样 件 这些 实 物 ， 必 须 有 大 量 的 
空间 ; 而 且 它 们 往往 受 温度 、 湿 度 的 影响 ， 从 它们 中 提取 几何 
信息 的 时 候 将 会 因 季 节 或 时 间 的 不 同 而 产生 差异 . 

舰 船 、 汽 车 以 及 其 他 精密 机 械 制 造 工业 的 生产 过 程 及 其 星 
端 也 大 致 如 此 . 

多 少年 来 ， 人 们 认识 到 要 改变 这 种 传统 的 工艺 ， 最 根本 的 
出 路 在 于 要 改 “ 用 实物 传递 几何 信息 ”为 “用 数值 来 传递 几何 
信息 ” 因为 后 者 既 不 受 时 间 、 气 候 的 影响 , 提取 信息 时 的 结果 
也 不 会 因 人 而 异 . 以 造船 工业 为 例 ， 这 种 设想 早 在 一 百年 前 就 
开始 了 它 的 尝试 ， 人 们 试图 用 简单 的 数学 工具 ， 例 如 圆 纹 、 李 
圆 、 双 曲线 和 抛物 线 来 表示 船体 上 的 曲线 段 , 在 造船 工业 中 , 这 
叫做 “船体 数学 放样 ”， 类似 的 工作 在 飞机 制造 业 中 ， 则 称 为 建 
立 “ 飞 机 外 形 的 数学 模型 "” 这 种 努力 一 直 未 曾 停 止 过 . 

只 有 当 电 子 计算 机 技术 取得 突飞猛进 的 条 件 下 ， 人 们 的 上 
述 愿 望 才能 真正 变 为 现实 . 

革命 性 的 变化 发 生 在 本 世纪 的 六 十 年 代 ， 美 国 麻 省 理工 学 
院 的 机 械 学 教授 S. A. Coons 在 1967 年 发 表 的 题 为 《用 于 空间 
形式 计算 机 辅助 设计 的 曲面 》 的 研究 报告 ， 英 定 了 日 后 被 人 们 
称 之 为 “Coons 曲面 ”的 数学 基础 . Coons 发 展 了 Hermite 离散 

23. 


插值 的 方法 ,建立 了 “ 超 限 插 值 ”的 理论 ， 后 来 被 数学 家 用 于 
求解 某 些 具有 任意 边界 条 件 的 偏 微分 方程 .1962 F, ERAH 
雷诺 汽车 公司 ， 开 始 使 用 了 名 为 UNISUREF 的 程序 ， 旨 在 有 助 
于 汽车 车 身 的 设计 和 制造 过 程 ， 这 个 程序 的 主持 人 便 是 工程 师 
P. Bézier 教授 . UNISURF 程序 赖 以 建立 的 Bézier 方法 , 后 来 
人 们 发 现 , 乃 是 古典 的 Bernstein HX. UNISURF 系统 取得 
了 极 大 的 成 功 ， 可 以 说 是 彻底 改变 了 汽车 制造 业 的 面 魏 ， 成 功 
的 要 点 在 于 , 它 将 近代 逼近 理论 与 几何 结合 到 这 样 一 种 程度 :使 
得 设计 人 员 在 计算 机 上 操作 起 来 ， 就 象 他 使 用 自己 的 常规 设计 
和 作 图 工具 一 样 得 心 应 手 . 由 于 他 们 的 开创 性 的 贡献 ,Coons 和 
Bézier 被 全 世界 公认 为 一 个 加 新 的 学 科 “计算 机 辅助 几何 设计 ” 
(英文 为 Computer Aided Geometric Design, 简称 CAGD) KB 
基 人 ,享有 全 球 性 的 声誉 . 

Coons 与 Bézier 都 不 是 职业 数学 家 ， 他 们 只 是 从 工程 的 需 
要 来 探索 新 的 方法 ， 也 许 他 们 并 未 意识 到 与 他 们 的 方法 紧密 相 
关 的 Hermite 插值 或 Bernstein 多 项 式 这 些 古 典 数 学 理论 的 存 
在 ， 但 是 ， 他 们 的 创造 却 给 数学 带 来 了 新 的 思想 和 观念 ， 前 面 
已 经 提 到 Coons 的 超 限 插值 思想 对 于 偏 微分 方程 论 的 影响 ， 
Bézier 的 控制 多 边 形 和 控制 网 的 概念 ， 导 致 了 当今 在 多 元 样 条 
插值 中 行 之 有 效 的 “B- 网 理论 ”. 这 两 位 先驱 的 工作 很 快 地 吸引 
了 许多 专业 数学 家 卷 入 CAGD 的 研究 , 由 于 他 们 的 参与 , 一 方 
面 使 得 Coons 与 Bézier 的 工作 有 了 更 坚实 的 数学 基础 ， 另 一 方 
面 ， 由 于 他 们 的 抽象 、 推 广 和 扩展 ， 使 得 在 应 用 数学 的 花园 中 
生长 出 新 的 花 朱 . 十 几 年 来 ， 本 书 的 作者 多 次 参加 在 国外 举行 
的 CAGD 的 国际 会 议 , 每 一 次 这 样 的 会 议 都 是 数学 家 、 计算机 
科学 家 和 工程 师 的 和 谐 结合 ,而 数学 家 在 其 中 竟 占 了 大 多 数 . 数 
学 家 积极 参与 发 展 一 门 新 的 工程 技术 并 和 且 从 中 吸取 营养 来 丰富 
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WEAR, CAGD 提供 了 一 个 极为 成 功 的 范例 ， 

在 早期 , 这 门 新 的 技术 被 人 们 称 之 为 “计算 几何 ”, 英国 学 
者 A. R. Forrest 对 它 作 了 如 下 的 界定 : “对 几何 外 形 信息 的 计 
算 机 表示 、 分 析 和 综合 ”(1971 Æ). 1974 年 , 在 美国 的 Utah 大 
学 ,由 两 位 数学 家 R. E. Barnhill MR. F. Riesenfeld 主持 召 
开 了 第 一 次 国际 CAGD 会 议 ， 才 定名 为 “计算 机 辅助 几何 设 
it”. 1984 年 , 与 此 同名 的 国际 刊物 创刊 , 主编 是 Barnhill 与 德 
国 数学 家 W. Boehm. 稍 后 , 对 CAGD 的 公认 定义 是 :“ 在 计算 
机 图 象 仪 的 环境 中 曲面 的 表示 与 允 近 ”. “计算 几何 ”一 词 ， 则 
留 给 了 研究 几何 图 形 的 计算 复杂 性 的 另 一 门 学 科 . 

解析 几何 、 微 分 几何 的 研究 对 象 是 曲线 和 曲面 .解析 几何 
主要 研究 的 是 二 次 曲线 和 曲面; 微分 几何 也 讨论 一 些 具体 的 曲 
面 ， 但 更 多 地 是 探索 曲面 的 几何 性 质 ， 包 括 刻 划 出 完全 确定 一 
张 曲面 的 几何 量 . CAGD 主要 是 研究 如 何 表 示 (或 日 “设计 ”) 
所 谓 “ 自 由 型 曲面 ”为 了 解释 什么 是 自由 型 曲面 , 设想 有 十 位 
汽车 设计 师 ， 我 们 请 他 们 来 设计 最 新 型 的 小 汽车 ， 那 一 定 会 有 
”十 种 不 同 的 设计 方案 ， 因 为 他 们 心中 有 自己 的 美学 原则 ， 就 是 
对 同一 设计 师 而 言 ， 他 的 设计 也 有 相当 大 的 任意 性 .在 计算 机 
图 象 仪 的 环境 中 ， 使 用 给 定 的 设计 系统 ， 设 计 师 按照 他 设计 的 
方案 输入 一 定 的 数据 和 几何 参数 ， 在 屏幕 上 便 会 快速 地 出 现 相 
应 的 汽车 外 形 . 如 果 他 不 满意 这 一 外 形 ， 他 便 可 以 调整 若干 几 
” 何 参数 ， 甚 至 可 以 全 盘 推 知 原 来 的 方案 ， 屏 幕 上 随 之 显示 出 新 
的 外 形 . 将 这 一 过 程 反 复 几 次 , 直到 这 个 设计 师 完全 满意 为 止 . 
有 了 一 个 优良 的 设计 系统 ,例如 UNISURF ,一 个 有 经 验 的 设计 
师 , 只 须 通 过 为 数 不 多 的 几 次 反复 , 就 可 以 达到 自己 的 目的 . 设 
计 一 旦 完成 ， 车 身 曲面 便 储存 于 计算 机 之 中 ， 人 们 便 可 以 根据 
需要 提取 几何 信息 ,包括 通过 由 计算 机 驱动 的 绘图 机 输出 图 纸 ， 
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以 及 由 数控 机 床 直接 加 工 零 部 件 . 

编制 这 种 设计 系统 ,就 得 依靠 表示 自由 型 曲面 的 数学 方法 ; 
而 提出 这 种 数学 方法 必须 考虑 到 计算 量 尽 可 能 地 少 ， 计 算 稳 定 
可 靠 ， 还 得 考虑 使 用 者 (设计 师 〉 的 方便 ， 须知， 这 类 使 用 者 
通常 不 具备 高 深 的 数学 知识 ,数学 知识 必需 被 巧妙 地 隐藏 起 来 ， 
让 使 用 者 觉得 他 们 操作 这 个 系统 时 比 他 们 使 用 常规 设计 工具 时 
更 加 直观 、 更 加 方便 . 

CAGD 所 涉及 的 数学 ， 主 要 有 微分 几何 、 代 数 几何 、 函 数 
逼近 论 和 计算 数学 .除数 学 之 外 ， 它 还 与 计算 机 科学 特别 是 其 
中 的 计算 机 图 形 学 有 着 密切 的 联系 . 

为 了 与 《走向 数学 》 丛书 的 宗旨 一 致 ， 本 书 将 着 重 讨论 
CAGD 中 的 数学 方法 而 不 是 它 在 工程 技术 中 的 应 用 .在 当今 ， 
CAGD 的 运用 已 远 不 只 是 精密 机 械 制造 行业 , 它 已 被 运用 到 地 
质 学 (如 探矿 、 采 油 )、 医 学 (如 动态 模拟 心脏 的 跳动 )、 轻 工 
业 (如 鞋 帽 、 服 装 的 设计 和 制作 )、 建 筑 业 以 及 艺术 领域 (如 计 
算 机 动画 )， 当 然 ， 在 适当 的 地 方 , 我 们 将 提 及 它 的 应 用 , 以 便 
读者 体会 到 CAGD 作为 一 个 新 兴 的 边缘 应 用 学 科 的 特殊 的 前 
味 . 

本 书 将 着 重 讨论 Coons 曲面 和 Bézier 曲面 ， 而 不 讨论 
CAGD 中 另 一 重要 的 曲面 技术 一 一 样 条 曲面 ， 有 统计 数据 表 
明 , 在 近代 的 CAGD 文献 中 ， 有 四 分 之 三 的 文章 涉及 Bézier 的 
名 字 . 由 于 这 一 事实 , 也 由 于 作者 偏爱 自己 的 主要 研究 方向 , 本 
书 又 将 更 加 重视 Bézier 曲面 . 即使 这 样 ， 在 浩瀚 的 材料 和 有 限 
的 篇 幅 之 间 ， 作 者 不 得 不 作出 慎重 的 选择 ， 选择 的 原则 是 ， 本 
书 所 包含 的 内 容 必需 是 基本 的 、 重 要 的 ， 是 能 够 用 大 学 一 、 
年 级 数学 来 处 理 的 ， 它 们 应 当 是 简洁 的 、 优 美的 ， MAREN 
来 某 种 美的 享受 . 
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如 果 读 者 拥有 一 台 个 人 电脑 和 相应 的 绘图 软件 ， 他 就 可 以 
按照 本 书 中 提供 的 方法 显示 出 或 者 绘制 出 各 种 曲线 和 曲面 ， 本 
书 中 大 部 份 图 形 ， 就 是 由 正在 中 国 科学 技术 大 学 数学 系 攻 读 博 
士 学 位 的 丁 友 东 同 志 用 电脑 制作 的 .他 还 仔细 地 阅读 了 全 部 于 
稿 ， 提 出 了 许多 中 肯 的 改进 意见 ， 作 者 十 分 感谢 他 的 协助 . 


第 二 章 ”多项式 的 
Bernstein 表示 


要 讲述 曲面 ， 得 首先 谈 谈 曲 线 . 

在 各 式 各 样 的 曲线 中 ， 多 项 式 曲线 是 最 简单 的 一 种 . 

用 P, 来 记 不 超过 ?次 的 多 项 式 全 体 和 零 所 组 成 的 线性 空 
间 , 这 里 ”属于 自然 数 的 集合 N. 既然 多 , 是 一 个 十 1 维 的 线 
性 空间 , 它 可 以 有 各 色 各 样 的 基底 , 最 常见 的 是 由 1, r,e, 2" 
组 成 的 基底 , 在 计算 机 辅助 几何 设计 (CAGD) F, 另 一 种 很 有 
价值 的 基底 是 


B(x): = a r), (1) 
这 里 
n n} . 
i) = ae E= 012a 
BACH. (1) HH Bernstein 基 函 数 ， 因 为 它 与 所 谓 的 Bern- 


stein 多项式 有 密切 的 关系 , 对 每 一 个 p€ 多 ,, 都 可 以 唯一 地 确 
ELM ao, ais "t, a, 使 得 


px) = DaB (7) (2) 
i=0 


$ (2) 的 右边 称 为 的 Bernstein 表示 , 而 ai, i 二 0, 1, +, ns 
叫做 p 的 Bernstein 系数 ， 记 作 

p= (aosa, sa) 

在 下 面 几 节 中 ， 我 们 将 看 到 这 种 表示 多 项 式 的 方法 究竟 有 
什么 好 处 ， 

由 于 我 们 今后 只 关心 多 项 式 在 闭 区 间 Co, 1] 上 的 行为 , A 
此 总 是 设 xE_ [0, 1]. 

Bernstein 基 函 数 有 如 下 重要 的 性 质 ， 

1. 在 [0, 1] 上 ， 我 们 有 Br (x) DO, i=0, 1, =, n; 


2. S) BY (x) =. 
第 一 条 性 质 是 很 明白 的 ， 第 二 条 性 质 来 自 二 项 式 展开 
>) BIC) = EA — z) = [(1 一 x) 二 x =l. 
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$1 控制 多 边 形 


我 们 先 来 看 看 把 一 个 多 项 式 p RM Bernstein 形式 有 什么 
好 处 , Wp = Caoa ,a,) ,如果 每 一 个 a 之 0, 由 (2) 和 性 
质 1 可 知 , p(x) Soxtzr€ [0,1] 均 成 立 ， 利 用 基 函 数 的 两 条 
性 质 也 可 得 知 

MIN (4g 91 a) S PCL) K Max (ay say av) 
对 一 切 zE (0,1) 成 立 , 这 就 是 说 ,从 其 Bernstein 表示 的 系数 
中 ， 就 可 以 定 出 户 在 fo,1] 上 的 下 界 与 上 界 ， 尽 管 这 些 界 也 许 
是 很 粗略 的 ， 为 了 获得 更 详尽 的 信息 ， 我 们 在 这 里 引入 控制 多 
+ Qe 


i 
s | ms a; 
n 


把 两 点 | 守 i=1, 2, = n 用 直线 


段 连接 起 来 ， 得 到 一 条 定义 于 Lo. 1] 上 的 由 =” 段 直线 组 成 的 
连续 的 分 段 线性 函数 , 记 为 方 , 称 之 为 p 的 控制 多 边 形 , 这 与 平 
面 几何 中 多 边 形 的 概念 是 全 然 不 同 的， 因为 5 不 是 一 个 封闭 的 
图 形 ， 控 制 多 边 形 是 过 去 的 逼近 论 专 家 未 曾 注意 过 的 ， 它 来 自 
于 Bézier 方法 ， 后 来 又 引伸 为 B- 网 , 成 了 现代 多 元 逼近 理论 中 
很 有 力 的 工具 . 

考察 p 与 之 间 的 几何 关联 是 十 分 有 趣 和 有 益 的 ， 图 2. 1 
显示 了 一 个 4 次 多 项 式 及 其 对 应 的 控制 多 边 形 . 


v 
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图 2. 1 控制 多边形 
为 了 计算 的 方便 ， 我 们 将 (2) 的 右边 用 算 子 来 表示 . 
引入 移 位 算 子 EMF: 
Ea; : = aj4,, zi 一 0, 1 一 1. 
通过 E?a; = E(Ea;) = Ea; = Qit2 等 等 来 定义 算 子 E HY re. 
容易 看 出 a=E'a, i=0, 1, |, n, LEE 表示 恒 等 算 子 了， 
即 Ta,=“w。 在 算 子 乘积 的 意义 之 下 ，7 与 是 可 交换 的 : 
(TE)a, 一 7(Eai) = 1a = ai; 
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= E(a,) = Ela) = (EDa,, 
EDIE=El. 利用 二 项 式 展开 ，(2) 的 右边 可 以 写成 
5 


= 


"| za — xr)" 'E‘a, 
i] 


= 57] [a — xy" '(2EY‘a, 
= [Q ~ 2) + rE J'as, 
也 就 是 说 ，(2) 可 以 改写 为 
Pla) = [Q — x) + rE a, (3) 
有 了 这 个 公式 ， 我 们 立刻 算出 
pO) = l'a, = a, 
pC) = Ea, = a,. 
这 两 个 式 子 表明 ，p 的 曲线 与 其 控制 多 边 形 六 有 相同 的 起 点 与 
终点 ,或 者 说 插值 于 p 的 两 个 相应 的 端点 . 

注意 , 算 子 £ 一 了 正好 是 向 前 差分 算 子 , 通常 记 为 4, 即 A 
=E-I. 在 G) 的 双方 对 z 求 导 ， 可 得 如 (z) = nl aM 
+ cE) CE 一 Da, 于 是 

Aa) = nO — T+ EJ Aa, (4) 
RREK, P 除了 一 个 常数 因子 4 之 外 ， 是 一 个 n 一 1 次 的 
Bernstein ÉR. HE U) RUFA x 求 导 ， 得 出 

px) = na ~ DUA z+ rE? Aa, (5) 
REY 是 二 阶 向 前 差分 算 子 . 在 有 需要 的 情况 下 , 可 以 仿 此 计 
算 高 阶 导 数 . 

我 们 现在 来 看 一 看 由 (4) 与 (5) 能 导出 怎样 的 一 些 结论 . 
wR p te [0, 1] 上 是 单调 上 升 的 函数 , 那么 Aa,>0, i=0, 1, 
wren], 这 时 (4) 式 的 右边 将 有 非 负 的 系数 ， 因 此 p' (zx) > 
OM rE [0,1] RM, 从 而 p(x) 是 单调 上 升 的 , 这 就 是 说 ， 如 
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果 是 单调 上 升 ( 下 降 ) 的 ,那么 p 也 将 是 单调 上 升 ( 下 降 ) 的 . 
接着 我 们 来 讨论 西 性 .定义 在 [0,1] 上 的 函数 f 叫做 
[0,1] EADAR, 或 者 说 f 在 [0,1] 上 是 凸 的 ,是 指 对 于 任何 
riot, € [0,1] 及 任何 实数 A EC [0,1] 总 成 立 着 不 等 式 
FO — Da, + Ar.) <1 DSa) + Af Ca). 
(6) 
这 一 不 等 式 的 几何 意义 是 : 连接 曲线 y= S a) 上 任何 两 点 的 直 
线段 都 不 会 落 到 对 应 曲线 的 下 方 〈 见 图 2. 2). 
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B22 凸 函数 
不 难 证 明 , 对 于 控制 多 边 形 p, 它 的 凸 性 由 下 面 的 一 组 不 等 
式 来 刻 划 
Aa; = ais. 一 2a ta, 0, 
其 中 i==0, 1，…，, "一 2. #f [0,1] 上 二 阶 可 微 的 函数 ,由 
微 积分 的 定理 可 知 ，f 的 凸 性 等 价 于 户 的 非 负 性 , B a 之 
0 对 xz € [0,1] 成 立 . 
由 以 上 二 点 说 明 以 及 公式 (5) 立即 可 知 ,如 果 控 制 多 边 形 
PRON, 那么 由 它 所 确定 的 多 项 式 p 在 [0,1] 上 也 是 凸 的 . 
在 (4) 中 分 别 令 c=0 与 x=1， 我 们 得 到 
p' (0) = nAao = na, — ay) ， 
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户 (1) = nAa,) = nla, — n-i). 
这 两 个 等 式 的 几何 意义 是 ， 曲线 p 在 两 个 端点 处 分 别 与 控制 多 
边 形 的 第 一 条 边 与 最 后 一 条 边 相 切 〈 见 图 2. 1).， 从 图 上 看 , 控 
制 多 边 形 与 对 应 曲线 十 分 “神似 ” 
利用 控制 多 边 形 的 几何 性 质 , 可 以 很 方便 地 计算 三 次 Her- 
mite 两 点 插值 的 基 荡 数 Fo Fi, Gu, Go 它们 都 是 三 次 函数 , 并 
且 满 足 
Fo(0) = 1,F,01) = 0,F} 0) = 0,F's(1) = 0, 
Fi(0) = 0,F,(1) = 1,F,'(0) = 0,F,') = 0, 
Gu(0) = 0,G,1) = 0,6! (0) = 1,G/ (1) = 0, 
G1(0) = 0,G1(1) = 0,G (0) = 0,6) = 1. 
首先 计算 Fos W Fo= (aos ais ass as). 由 端点 的 插值 性 立 知 
a=1l,a.=0, HEF 在 0 与 1 上 的 导数 等 于 零 ， 可 知 控制 多 
边 形 的 第 一 边 与 第 三 边 必须 平行 于 横 轴 ， 因此 ww =al, a= 
as 一 0， 从 而 
F(x) = Bir) + Bilz) = 1 — 32? + 2r. 
同样 的 思考 导出 F= (0, 0, 1, D, BREA 
Fiz) = 1 — Fy(x) = 32’ — 2r’. 
用 类 似 的 方法 可 以 定 出 
G, = (0,1/3,0,0), 
G, = (0,0, — 1/3,0). 


为 了 第 九 章 的 需要 ， 我 们 把 这 四 个 多 项 式 写 在 -- 起 
Fr) = 1 — 37 + 2r, 


F lr) = 327 — 22', 
G(x) = x — 22? +r’, 
Gla) == zr +r. 
Fo Fis Gor G, HER RH A il UIE RK ER 2. 3 
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(7) 


之 中 . 


F, F 
1 1 
z 
$] 1 0 1 
(1) (2) 
Ga G, 
0-5 0-5 
1 z 0 i” 

一 0 -0 t 


(3) (4) 
2.3 = Hermite MERA 


§2 ”多项式 的 正 性 与 凸 性 


BRR Sf: [0, 1] 一 R, 这 里 R 表示 实数 集 . 如 果 f(x) 之 
o> 0) 对 一 切 x € [0,1] , 则 称 了 在 [0,1] 上 蚌 正 (严格 正 ) 的 
函数 ,或 者 说 f 在 [0,1] 上 具有 正 ( 严 格 正 ) 性 . 

设 多 项 式 p A Bernstein 表示 p= (aosa: s san). 在 CAGD 
中 ,通过 Bernstein 系数 来 刻 划 p HE (严格 正 ) 性 是 很 重要 的 ， 
前 面 已 指出 , 如 果 一 切 Bernstein 系数 均 为 正 , W p Æ [0,1] E 
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有 严格 正 性 . 但 这 远 非 严格 正 性 的 必要 条 件 , 只 有 在 n=1 的 情 
Æ., 即 当 请 = (aosa1) 时 , 加 的 严格 正 性 等 价 于 ao>>0 及 ao. 
我 们 来 讨论 n=2 的 情况 . 


定理 2.1 i= (asana), p [0.1] 上 为 严格 正 的 必 
要 充分 条 件 是 
ao > 0,a, > 0,a, + Nawa, > 0. (8) 
证 明 设 p 在 [0,1] 上 是 严格 正 的 ， 必 有 
a, = pO) > 0,a, = pd) > 0 
这 样 ， 可 把 p 改写 为 
p(x) = Waa 一 工 ) 一 Var} 
+ 2a, + Vaa) — zx), 
由 此 立 见 条 件 《8) 保证 了 p 的 严格 正 性 . 
现在 来 证 必要 性 ， 令 
Va 
Vas + a, 


显然 0<zx <1. Har 代入 p， 得 到 
plr * ) = 2(a, + Vaaza* (Q — zx). 
H plr ) > oHa + Vaa, > 0. 证 完 . 


TX 


如 果 讨 论 正 性 ,只 须 将 (8) 中 的 严格 不 等 号 改 为 “ 尘 ”, 定 
FE 2.1 依然 成 立 ， 
对 于 三 次 多 项 式 ,也 可 以 建立 由 它 的 Bernstein 系数 来 表示 
正 性 的 必要 充分 条 件 ， 由 于 结果 比较 繁琐 ， 我 们 不 在 此 列举 ， 
虽然 控制 多 边 形 的 凸 人 性 保证 了 其 对 应 多 项 式 的 凸 性 ， 但 这 
e 了 5 。 


同样 也 不 是 多 项 式 凸 性 的 必要 条 件 , 对 于 多 项 式 函 数 p CHA 
性 可 以 由 p” 的 正 性 来 检定 . 所 以 说 , 凸 性 的 研究 就 转化 为 对 次 
数 下 降 两 次 的 另 一 多 项 式 的 正 性 的 研究 ， 容 易 证 明 ， 对 于 次 数 
不 高 于 三 次 的 多 项 式 , 其 凸 性 等 价 于 对 应 的 控制 多 边 形 的 凸 性 ， 
但 是 ， 对 4 次 或 高 于 4 次 的 多 项 式 ， 情 形 就 大 不 相同 ， 也 就 是 
说 ， 一 个 不 凸 的 控制 多 边 形 可 能 产生 凸 的 多 项 式 . 

例 1 考察 4 次 多 项 式 p = (1,0,e,0,1) 的 凸 性 , He 
一 个 可 变 的 实数 . 

A ”如果 忽略 正 的 因子 12，p” 是 下 列 的 二 次 多 项 式 (1 十 
E€, 一 26,1 十 se) ， 由 定理 2. 1 可 知 加 在 [0,1] 上 为 正当 且 只 当 

1 十 se 字 0,1 一 e 之 0. 

这 就 是 说 当 且 只 当 |el 志 1 时 ,多项式 p 在 [0,1] 上 是 凸 的 , 注 
意 ， 当 0<e 委 1 时, 控制 多 边 形 有 英文 字母 W 的 形状 , FEO 
的 , 但 它 仍 产 生 凸 的 函数 , 图 2. 4 画 出 了 e==1 的 不 凸 的 控制 多 
边 形 与 对 应 的 凸 曲 线 . 


y 
1 


图 2.4 不 凸 的 多 边 形 可 产生 凸 曲 线 
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$3 升 阶 


任何 一 个 nn 次 多 项 式 总 可 以 形式 地 写 为 一 个 n 十 1 次 的 多 
项 式 , 设 记 二 《ao ,a1,…,an) ,我们 打算 把 pp 表 为 高 一 次 的 Bern- 
stein 形式 

P= (dox 40, * san * san * ), 
问 新 的 Bernstein 系数 怎样 经 由 旧 的 Bernstein 系数 计算 出 来 ? 

我 们 有 


pz) = Da Bix) 一 D aB — 2) + r] 
r=0 i=0 


= Yad — 2) Ba) + >yaizB7Cz)， 
i=0 i=0 


直接 计算 可 知 
(1 — z)BrCz) = Bt Cz) ， 
xzBr(Cz) = oat Bit! (x), 

从 而 


p(x) = >)[1— TEABE 
+ >» it taB} (2). 
注意 , 上 式 右边 的 第 一 个 求 和 的 范围 可 以 延伸 到 ;一 * 十 1, 因为 
这 时 不 过 是 添加 了 一 个 等 于 零 的 项 ; 而 第 二 个 和 式 当 其 指标 i 
被 :一 1 来 代替 之 后 ， 等 于 
DE Brian), 


7=1 
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最 后 一 式 中 的 指标 i 也 可 以 从 零 开始 ， 因 为 对 应 的 加 项 中 有 一 
个 因子 为 零 ， 总 起 来 说 


pir) 一 DIE weet (1- TF 
这 是 一 个 ntl 次 的 Bernstein 形式 ， 于 是 ， 这 就 回答 了 前 边 提 
出 的 问题 ， 新 的 Bernstein 系数 是 
att = a+ (1 nei (9) 
其 中 ;一 0，1，2，…，2 十 1， 使 用 O) 时 , a 与 e+ 应 理解 为 
F, EREM ae =dos ari =a. 
新 的 Bernstein 系数 决定 了 一 个 有 着 ntl 条 边 的 控制 多 边 
形 ， 但 它 与 原先 只 有 边 的 控制 多 边 形 对 应 着 同一 条 多 项 式 曲 
线 ， 图 2. 5 中 表示 出 两 个 不 同 的 控制 多 边 形 决定 着 同一 条 三 次 
多 项 式 曲线 . 


a. |B) ， 


ay = Ao 


图 2.5 控制 多 边 形 的 升 阶 
由 《〈9) 定义 的 过 程 称 为 升 阶 , 指 的 是 把 一 个 ”次 的 多 项 式 
的 Bernstein 形式 恒 等 地 变形 为 n 十 1 WKH Bernstein 形式 ,新 的 
多 边 形 叫做 升 阶 和 多边形 . 升 阶 可 以 一 次 又 一 次 地 反复 进行 下 去 ， 
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因此 伴随 而 来 的 是 由 升 阶 多 边 形 组 成 的 序列 ， 当 升 阶 过 程 无 目 
境地 反复 作 下 去 时 ， 这 个 序列 有 怎样 的 动向 ? 下 列 定理 给 出 了 
这 个 问题 的 回答 . 


定理 2.2 (G. Farin) 由 有 反复 进行 升 阶 操作 而 产生 的 控制 
多 边 形 序列 在 [0,1] 上 一 致 地 收敛 到 它们 所 决定 的 多 项 式 曲 
线 . 


在 这 里 我 们 不 来 证 明 这 个 定理 ， 因 为 在 第 五 章 中 对 曲面 的 
情况 将 有 一 个 严格 的 证 明 ， 定 理 2.2 只 不 过 是 那里 的 定理 的 一 
个 退化 情况 ， 我 们 打算 谈 谈 定 理 2.2〈 升 阶 收敛 定理 ) 的 意义 ， 
由 公式 (9) 可 以 见 到 , a” Ba: Ala 的 是 线性 组 合 , 计算 or 
的 算法 是 稳定 的 .从 几何 上 来 看 ， 升 阶 不 过 是 反复 地 进行 线性 
插值 (解析 几何 中 叫 “ 定 比分 点 ”) 这 一 种 简单 的 操作 ， 升 阶 收 
敛 定 理 是 说 ， 只 要 反复 进行 这 一 简单 而 稳定 的 操作 的 次 数 足够 
多 ,所 得 到 的 升 阶 多 边 形 将 是 多 项 式 曲线 整体 上 的 很 好 的 近似 . 
因此 ， 有 理由 相信 ， 对 升 阶 多 边 形 的 正 性 作出 判断 ， 可 以 改进 
判断 多 项 式 曲线 的 严格 正 性 的 方法 . 


定理 2.3 多 项 式 p 在 [0,1] 上 便 取 正 值 的 必要 充分 条 件 
是 : 存在 一 个 升 阶 控制 多 边 形 ， 使 得 它 以 及 以 后 的 升 阶 多 边 形 
在 [0,1] 上 有 严格 正 性 . 

证 明 充分 性 是 显而易见 的 . 

余下 来 只 需 证 明 必要 性 , Wp 在 [0,1] 上 有 严格 正 性 , H 
此 多 项 式 p 在 闭 区 间 [0,1] 上 有 正 的 最 小 值 m>0. a FZ>0 
而 言 ， 由 定理 2.2 可 知 ， 在 升 阶 控制 多 边 形 序列 中 ， 从 某 一 项 
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起 的 升 阶 多 边 形 在 [0,1] kL Sm/2>0. 证 完 . 


注意 : 在 定理 2. 3 中 ， 不 可 将 严格 正 性 改 为 正 性 ， 否 则 会 
得 出 不 正确 的 结论 ， 这 可 从 下 列 的 反例 看 出 : 考虑 二 次 多 项 式 
户 = (1, 一 1,1) ， 事 实 上 p(s) =1— 4r — r) SOMF ae 
€ [0,1j 成立， 但 是 ， 不论 把 升 阶 进行 多 少 次 ， 在 每 一 个 阶段 
总 会 有 负 的 系数 , 也 就 是 说 , 任何 升 阶 控制 多 边 形 都 不 是 正 的 . 
请 读者 自行 证 明之 . 


$4 Bernstein 多 项 式 


设 f:[0,1] 一 R， 对 于 任意 的 n€. 人 AH， 定义 多 项 式 
Bf sx). = Z| | Bre), (10) 


REN f nR Bernstein 多 项 式 ， 这 种 多 项 式 是 1912 年 由 
Bernstein 给 出 的 ， 他 并 且 证 明了 :， 当 /在 [0,1] 上 连续 时 

limB"(f ;x) = f(x) (11) 
对 x € [0,1] 一 致 地 成 立 ， 这 样 ， 就 为 “定义 在 有 限 闭 区 间 上 
的 连续 函数 可 被 多 项 式 一 致 地 逼近 ”的 Weierstrass 定理 提供 了 
一 个 构造 性 的 证 明 . 由 于 Bernstein 逼近 定理 的 证 明 可 以 从 许多 
微 积 分 教程 中 找到 ， 我 们 在 此 就 不 加 重复 了 . 

Bernstein 多 项 式 一 直 是 函数 逼近 论 中 的 重要 工具 和 研究 
XR. 1953 年 ，G、Lorentz 出 版 了 名 为 Bernstein Polynomials 
的 专著 ,1986 年 又 出 版 了 新 版 . 研究 Bernstein 多 项 式 的 文献 已 
浩如烟海 . 

我 们 讨论 连续 函数 /不 一 定 是 多 项 式 ). 由 Bernstein WIE 
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定理 , 4n 充分 大 时 , B"(f;z) BS Ra, f 称 为 
HEERA. KIRKE S SEEE Bsr) 
之 间 的 关系 ， 由 Bernstein 形式 的 已 知性 质 ， Al 
B'(f;0) = f0), 
B"(f;1) = fA). 1 
这 就 是 说 , 在 区 间 LO, 1) 的 两 端 , 8"(f;x) AT Re 
/， 由 端点 导数 的 性 质 ， 我 们 可 以 写 出 
4 Bf 40) =n s4] — £(0)| , 


(12) 


d a1 (13) 
ZEGD =a fa) 一 /二 
现在 ， 我 们 从 变换 的 观点 来 看 Bernstein 多 项 式 , 把 B" 看 
成 一 个 变换 或 算 子 ,BP" 的 作用 是 把 函数 了 映射 成 多 项 式 B; 
D EP.. 很 明显 , B 是 一 个 线性 算 子 ,也 就 是 说 ， 对 定义 在 
[o，1] 上 的 两 个 函数 PS 8 以 及 任何 实数 4 与 yxy， 我 们 有 
Bf + pgsx) = ABS sx) + Blg). 
MR Sx) Soke € [0,1] 成 立 ,那么 PB"(f ;zx) 之 0 对 x E [0， 
1) 成立, 这 表明 B" 是 正 线性 算 子 . 算 子 B" 具有 保单 调 性 ， 精 
确 地 说 ， 我 们 有 


定理 2.4 MR fe [0, 1] 上 的 上 升 (下 降 ) 函数 , 那么 
B"(f 57) 也 是 [0,1] 上 的 上 升 (下 降 ) 函数 . 
证 明 SE [0，1] 上 是 上 升 的 ， 特 别 地 
SO SFA 委 fA/n) Se KFA). 


n 


Bf sz) = n>) [7 
立 得 结论 ， 证 完 . 


十 *| _ s| >| LEG >0, 
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AFB 也 具有 保 凸 的 性 质 ， 更 进一步 ,我 们 有 


定理 2.5 设 f 是 [0，1] 上 的 凸 函数 ， 于 是 
1 对 于 nE€. 人 ,B"(f;z) 在 L0, 1] 上 是 凸 的 ; 
2. B'r) È BHS ir) Xtar € 10,1] RnEr RU; 
3. 如 果 7 在 L0,1] 上 连续 ,那么 由 B"(f;x) = BF s x), 
zE [0,1] 可 以 导出 /是 子 区 间 | =Z, |e = 1, 
n, E R ERPE RR; 
4. WR SE Oo, 1) 上 连续 ， 则 
B" (f; z) Sf (x) 
对 xzE [0， 1] nEs RU. 
证 明 1. 由 了 的 凸 性 可 知 
f ait )- 2f[E4)>0 
对 ;=0，1，…， za 一 2 成立, 由 此 导出 Zac fx) 之 0 对 xE 
CO, 1] RZ, RB Sr) BH ; 
2， 由 升 阶 公 式 (9) 得 
Ba = DAE Be) 


py 


n 


+i- 


>] |z: T(x) 
n 
因此 

B"(f;7x) — BUCS ;2x) 


ntl . 
i—l 


= Dl’ n 
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+h -zlil 


(14) 
HES [0,1] EG, KR (6)， 有 
7-1 i 
5 n +h- n 之 
G— Di , im+1—1)\_ i 
Haat DT n(n + 1) }= 才 二 
由 (14) 立 知 B" Cf sr) S BCS ;2),2 € [0,1]. 
3， 由 条 件 B Gir) = BCs x) 和 了 了 的 凸 性 推 知 
i i—] 1 tT) i 
TS 7 lth- =H] 
(15) 


xt 7=0, 1, tt, my n+l] 成 立 . Af eo eR, 在 子 区 间 
有， 二 | 中 ian, 2, +, n, HA» = f(x) 应 不 在 由 两 点 


[J] )5[ 4.74) 所 确定 的 直线 段 的 上 方 . 可 
是 (15) 表明 曲线 上 的 点 | 二 二 | 二 好 在 这 一 和 二 
上 ,所 以 曲线 必 与 这 一 段 直线 重合 ,这 就 是 所 需 的 结 TA 

1 MAEM EEO nEs, 由 已 证 的 第 二 个 结论 可 知 : 对 
任何 mE. 人 1 有 

B"(f ;7x) = B"+"(f;r) rE (0,1 | 

&m->co, RHE f 的 连续 性 以 及 Bernstein KR EH, TG 
B"(f;x) 之 f(z) 其 中 x€ [0, 1]. 证 完 . 


也 许 更 有 兴趣 的 结果 是 : Bernstein 多 项 式 序列 的 单调 下 降 
HERBS SAGER 的 凸 性 ， 仔 细 说 来 就 是 
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定理 2.6 (L. Kosmak) if /:[0,1] > 情 有 连续 的 二 阶 
导数 并 且 
B'S 32) > Bf; a) (16) 
对 xzE [0, 1] 以 及 nE. 信 成立， 那么 f 必 是 [0，1] EBS 
函数 
证 明 首先, 我 们 复习 一 下 均 差 的 概念 , BUS ERA zi， 
x, 处 的 一 阶 均 差 [x ,rz。]f 定义 为 


[xref = Lies) fa, a7) 
2 1 


当 有 一 阶 导数 时 ,由 微分 学 中 值 定理 可 知 :存在 着 x 与 zx; 之 
何 的 一 个 实数 6 使 得 

[rir] = fC). 
j 的 一 阶 均 差 的 均 差 称 为 二 阶 均 差 : 

[zi Tzr] = [rents df — [reel aM 


当 f 有 二 阶 导 数 时 ， 二 阶 均 差 与 二 阶 导数 有 如 下 的 关系 

[ri str] = EE, (18) 
其 中 EDF Zis T29 T3 的 最 小 值 与 最 大 值 之 间 . 利用 均 差 的 记 
号 ，(14) finki Bernstein 系数 可 以 写 为 


i i — 1 1 i 

nf aI 1 aall n weal 
从 二 阶 均 差 的 性 质 可 知 , 有 一 点 5E | 4, E] i= 2，…， 
nWUR&=0, E =l 使 得 

aA ra A] 
= zy PEA Em gag] PO <i <a $1. 
于 是 ，(14) 可 以 改写 为 
. 246 


-f 


B"(f ;7) — BCF;x) 


= > ; L hi ;十 EB a), 
(18) 
WA (18) TURR, PERIN RRE E, WART 
一 个 数量 因子 之 外 便 是 zx(1 — 1) f") 的 nn 十 1 次 Bernstein 多 
项 式 ， 我 们 指出 ， 在 无限 增 大 至 无 穷 的 过 程 中 ， 这 种 代替 对 
于 极限 函数 是 没有 影响 的 , 事实 上 , 由 于 | 一 -二 


0, 1, s+, 7 十 1 都 成 立 , HS” EL] E- anet, 存在 
NEN (EEA n>N 时 ， Hi 


J'E ~~ rl + il 
Rt e 为 任意 给 定 的 正 数 . Alt, 4n>N 时 


Vital allt -reel 


(19) 


. .1 7 n t " 
<D Hl Hl r&s] B: Cx) 
n+l n+l 
<2 Bia) = © DB Ca) =e, 


将 (18) 改写 为 
2n’(B" — B)(f32) = Bri( zx(1 — 2) f"32) 


+ | ll Abes ij， 
上 式 右 端的 第 一 项 将 随 n 一 oo 而 趋向 于 zx(1 一 z) 天 ,第 二 项 当 
趋向 于 零 . 这 样 便 得 出 
xr — x) fr) = lim 2n?(B" ~ B+!) (fzx) 
由 于 条 件 16), BERZE TO — 2) f(z) Some E [0,1] 
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成 立 ， 由 此 可 知 Sf” Co) 在 [0, 1] ERAN, 因此 feo 


定理 2.6 始 见 于 [Kosmak’60]. 到 了 1967 年 , [Ziegler’67 | 
将 f 有 二 阶 导数 的 条 件 放宽 到 只 要 是 [0, 1] 上 连续 的 函数 ， 
由 (16) 也 可 以 得 到 了 在 该 区 间 上 的 凸 性 ， 这 些 命题 称 为 凸 性 的 
iH. 在 Lorentz 的 名 著 Bernstein Polynomials 的 新 版 中 ,他 
把 Kosmak 等 人 的 工作 列 为 自 五 十 年 代 以 来 Bernstein 多 项 式 
理论 中 为 数 不 多 的 重要 成 果 之 一 . 
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在 $4 中 , 我 们 证 明了 Bernstein 算 子 具有 保 符号 性 质 、 保 
单调 性 质 以 及 保 西 性 质 ， 因 为 这 些 性 质 都 与 几何 形状 有 关 ， 把 
这 些 性 质 概括 起 来 说 算 子 B 具有 保 形 性 质 (shape preserving 
property). 

在 结束 本 章 的 时 候 , 我 们 介绍 算 子 B 的 另 一 个 性 质 , 可 以 
称 之 为 磨 光 性 质 (smoothing property). 能 够 证 明 , 任何 直线 与 
曲线 y=B" fiz) 的 交点 的 数目 决 不 会 多 于 该 直线 与 曲线 y = 
F(x) 的 交点 的 数目 ， 粗 略 地 说 , BCLs) 的 光 顺 性 决 不 会 次 于 
了 的 光 顺 性 ， 从 几何 上 说 ， 多 项 式 B"(f ;zx) 一 方面 继承 了 /的 
几何 特征 ， 与 了 非常 神似 ， 另 一 方面 又 比 f 更 加 光 顺 ,这 是 何 
等 神奇 美妙 的 事 ! 

下 面 , 从 另外 一 种 考虑 来 领略 一 下 算 子 B" 的 磨 光 性 质 , 为 
此 ,我 们 需要 把 多 项 式 的 Bernstein 表示 转变 成 里 函数 基 表 示 的 
转换 公式 , Wp = (aoal，a), 由 (3) 可 知 p 可 用 移 位 算 子 
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来 表示 . 由 于 A=E—-], AH 〈3) 可 以 改写 为 


plr) = U + 2A)"ay. (20) 
对 (20) 的 右 端 使 用 二 项 式 展开 ， 得 
pa) 一 D7 (Aap) z's (21) 
i 


n 


其 中 4 为 ; 阶 差分 算 子 , 把 以 上 结果 用 到 Bernstein 多 项 式 上 ， 
BG) = >) 


得 
"| | +) (22) 

oR SEJE m 次 的 多 项 式 ,那么 高 于 xm 阶 的 差分 一 概 等 
于 零 ， 这 就 是 说 ， 当 f 本 身 为 m 次 多 项 式 时 , B"(f ;zx) 的 次 数 
< min(m,n), 

有 了 这 一 点 准备 知识 ， 我 们 来 计算 三 个 函 数 1,z,zs 的 
Bernstein 多 项 式 ,最 为 简单 的 是 

B32) = >) Biz) 一 1. 


其 次 ,我 们 知道 B"(x;zx) 是 一 次 多 项 式 , 故 可 设 B"(x;zx) =a + 
Bz, 由 端点 的 揪 值 性 得 

a = B'(z;0) = x|,-o = 0, 

B=B'(r;l)—a= zx|,-!=1, 
所 以 ,对 任何 zE NA 

B'(r;2) = x, 
多 项 式 Bx? yr) ELIYA Ba? 52) = at Prt Yr. h 
B(x? 0) = a’ |r- = 0, 可 知 a = 0. 再 由 B(x2;51) = 2? |, = 
1 可 得 7 = 1 一 8. 因 此 

B(x 32) = Br + O — Pr. 
:计算 在 zx = 0 处 的 导数 ,由 公式 (13> 中 的 第 一 式 得 到 
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所 以 BaD = Lat (1-2) 为 了 方便 ,把 这 三 个 等 式 
写 在 一 起 


(23) 


从 (23) 的 头 两 个 式 子 知道 ,如 果 f 是 线性 函数 那么 B'i) = 
f(z), 也 就 是 说 ,一 次 函数 是 算 子 B 的 不 动 点 . 不 久 将 看 到 ,这 
是 B 的 唯一 的 不 动 点 ,有 些 作者 说 , 算 子 B 的 再 生性 很 差 , 指 
的 就 是 BY 只 保留 线性 函数 . 

现在 ,我 们 讨论 算 子 B 的 连续 作用 . 算 子 B" 作 用 于 三, 得 出 
B"(CHiz), 当然 可 再 将 B" 作用 于 后 者 , 得 到 的 多 项 式 记 为 
(BY F520) FB B 作用 一 次 ,得 出 的 结果 记 为 (879 sz), 
如 此 等 等 . 这 样 ,就 定义 了 算 子 B" ECB kk © NCE 
是 一 个 正 线性 算 子 . 我 们 要 研究 , 当 & -> oo 的 时 候 ,(B")* HE 
样 的 表现 ? 


定理 2.7 ([Kelisky - Rivlin’67]) 对 任何 f:[0;1] 一 RR 有 
lim (BOP (fix) = f0 + FU) Or. (24) 
定理 的 几何 意义 是 ,在 [0,1] 上 方 的 一 条 曲线 ,不 管 具 几 何 
行 为 是 多 么 不 规整 ,在 算 子 B" 一 次 又 一 次 地 无 限 作 用 之 下 ,最 
后 变 成 由 曲线 的 两 个 端点 所 决定 的 直线 段 . 这 个 事实 ,十 分 形象 
地 显示 了 B" WENER. 
定理 的 两 位 作者 原来 的 证 明 用 到 了 和 拖 阵 的 特征 值 和 特征 向 
量 ,以 下 给 出 的 证 明 则 是 十 分 初等 的 . 
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证 明 ” 先 讨论 很 特殊 的 函数 f(x) = z(1 — 2). H (23) 可 
知 
B"(f;x) = [1- ijs, 
HA, k EMA 
(B® = |1 — A's 
由 于 0 过 (1 一 1/n) 过 1 以 及 0 委 z(l — r) < 1/4, 4 
lim (B")® 《zl — r);xz) = 0. (25) 
这 说 明定 理 对 函数 z(1 一 xz) 是 正确 的 . 
由 (23) 的 第 一 \ 二 两 式 看 出 ,对 kk € VAR 
(BAPA; = 1, (BV rz) = 2, 
SRE x"; HP m = 2,3,4,1. 42 € [0,1] 时 ,有 
OS z — t” = rl —2"!) 
=r oA H a He t a) 
S< (m — 1)z(1 — x), 
由 算 子 (8") 的 线性 和 正 性 可 知 
OK zr — (BP (2742) 
< (m — 1)(B) GU — r);z), 
FH (25) ,立刻 得 到 
lim (B® Ca" 5x) =z, mEMN. (26) 
现在 转 来 讨论 最 一 般 的 函数 f, 设 
BC 六 xz) 一 ao 十 oz 十 … 十 ac， 
由 (26) 看 出 
lim BOs) = ao + (a, + + an) 
= B"(f;0) + [B*(f31) — B"(f;0) Jz 
由 在 端点 的 插值 性 得 到 
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lim (BOP (ir) = fO + GC) ~ FOr, 
k—co 
这 就 完全 地 证 明了 定理 . 


作为 这 个 定理 的 一 个 推论 ,我 们 可 以 定 出 B" 的 全 部 不 动 
点 . 设 f 是 BP" 的 一 个 不 动 点 ,因此 /也 是 (B")% 的 一 个 不 点 ,上 
E YY, FF al at 

Jfa) = lim (B (Cf;z) = fO + (fC) — fOr 
所 以 了 必 是 线性 函数 ， 


§ 6 结束语 


KREBS HH SiC MAM. Bernstein 多 项 式 在 函数 逼近 论 
中 是 一 个 古典 的 工具 ,也 是 迄今 为 止 最 受 人 们 注意 的 正 线性 算 
子 . 它 在 台 近 论 中 的 地 位 ,显然 是 由 Bernstein 收敛 定理 确立 的 . 
但 是 十 分 遗憾 的 是 , 它 的 收敛 速度 十 分 缓慢 . 可 以 从 公式 (23) 
的 最 后 一 个 式 子 看 出 : 若 要 用 Bernstein 多 项 式 去 逼近 最 简单 的 
函数 zx*( 它 本 来 就 是 一 个 多 项 式 !) ,要 使 误差 不 超过 百 分 之 一 ， 
那么 至 少 得 使 用 25 次 的 多 项 式 . 

在 本 章 中 ,我们 没有 从 逼近 角度 上 去 讨论 Bernstein 多 项 
式 , 而 是 将 重点 放 在 它 的 优美 的 几何 性 质 上 ,诸如 端点 的 插值 
性 、 保 形 性 和 麻 光 性 上 . Bernstein 多 项 式 既 继承 了 被 通 近 函数 
的 几何 形态 又 变 得 比 被 逼近 函数 更 为 光 顺 ,这 是 它 的 优点 . 这 些 
优点 的 存在 是 付出 过 沉重 的 代价 的 , 那 就 是 收敛 速度 的 绥 慢 . 著 
名 数学 家 、 美 国 Brown 大 学 教授 P.J.Davis 在 他 的 名 著 
Interpolation and Approximation 一 书 ( 见 [Davis63]) 对 此 有 精 
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辟 的 论述 ;“ 这 个 事实 ( 指 收敛 的 缓慢 ) 似乎 是 妨碍 了 Bernstein 
多 项 式 获得 任何 的 数值 应 用 . 当 大 范围 的 逼近 性 质 来 得 比 通 近 
的 远近 更 为 重要 时 ,或 许 它 们 能 找到 用 处 . ”他 写作 这 一 上 段 话 
时 ,应 当 是 在 1963 年 之 前 , 正 是 在 Bézier 在 雷诺 汽车 公司 建立 
UNISURF 程序 的 时 刻 ; 而 UNISURF 的 数学 基础 正好 是 
Bernstein 多 项 式 理论 . 半 个 世纪 以 来 没有 “任何 数值 应 用 ”的 理 
论 , 这 时 才 找 到 了 用 武之 地 . 人 们 不 能 不 叹服 Davis 教授 的 精辟 
预见 .“ 山 重水 复 疑 无 路 ,柳暗花明 又 一 村 ”. 这 种 现象 ,在 数学 的 
历史 上 是 屡见不鲜 的 . 当年 数学 家 的 一 种 空想 ,经 历 了 相当 长 的 
时 间 之 后 ,说 不 定 会 是 很 有 实用 价值 的 珍宝 ,如 果 要 求 数学 中 的 
每 一 种 发 现 ,从 它 的 诞生 之 日 起 就 有 立竿见影 的 实用 效果 , 那 是 
KAMT. 

多 项 式 有 种 种 不 同 的 表示 ,采用 Bernstein 基 函 数 的 表示 法 
有 许多 独特 的 优点 ,在 这 种 表示 之 下 ,可 以 定义 控制 多 边 形 的 概 
念 . 控制 多 边 形 是 分 片 线性 的 函数 , 它 与 对 应 的 多 项 式 有 密切 的 
联系 . 从 几何 图 形 上 来 看 ,它们 十 分 神似 . 调整 和 控制 折线 总 比 
调整 和 控制 多 项 式 曲 线 容易 得 多 ,因此 ,可 以 用 调整 控制 多 边 形 
的 办 法 使 得 多 项 式 曲 线 符合 人 们 的 要 求 . 控制 多 边 形 的 思想 不 
是 职业 数学 家 的 贡献 ,而 是 产生 于 工程 专家 Bezier 的 实践 . 下 一 
章 将 论 及 Bézier 曲线 ,在 其 中 控制 多 边 形 的 作用 将 更 为 明显 . 
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第 三 章 Bezier 曲线 


在 计算 机 辅助 几何 设计 中 ,表示 曲线 的 最 常用 的 方法 是 曲 
线 的 参数 (向 量 ) 方程 式 . 用 这 种 方式 来 表示 曲线 ,不 依赖 于 座 
标 系 的 选择 ,这 正 是 外 形 几 何 最 重要 的 特征 . 单 参数 的 向 量 方程 
表示 曲线 . 我 们 按照 通常 的 习惯 ,参数 用 字母 :来 记 . 通常 关心 
的 是 曲线 的 有 限 的 一 段 , 因 此 参数 上 被 限制 在 一 个 闭 区 间 中 变 
化 ,不 失 一 般 性 ,可 设 上 E [0,1j. 
Bézier 在 UNISURF 系统 中 是 这 样 表示 多 项 式 曲线 的 . 他 
首先 引入 函数 ， 
ft): =1, 
而 对 于 i = 1,2,*…,n 
P= a) 
KERRU) i= 0,1," n, fik Bezier $R. Hika,,a,, 
4, 为 空间 中 给 定 的 4 十 1 个 向 量 .把 a 的 起 点 作为 原点 ,其 
余 向 量 的 起 点 放 在 前 一 向 量 的 终点 上 ,首尾 相 接 . A aj ,a,,…， 
a, 为 边 ,组 成 的 ( 开 ) 多 边 形 称 为 控制 多 边 形 ,由 它们 作成 的 参 
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P(t) = SUP (Da, (2) 


数 曲线 被 人 们 称 为 上 阶 Bezier 曲线 . a,,0,,-+,4, 组 成 了 控制 多 
边 形 的 边 向 量 . 

FE BAO) PR SOO) 一 1 是 常数 外 ,其 余 实 际 上 都 是 
t 的 次 多 项 式 , 这 些 函 数 的 表达 式 (1) 看 上 去 十 分 怪异 ,Bezier 
是 怎样 将 它们 构造 出 来 的 始终 是 一 个 这 . [Forrest’72] 指明 , H 
线 (2) 实际 上 是 以 向 量 为 系数 的 Bernstein AA. 精确 地 说 ,可 以 
证 明 

Sit) = Bt) + By) +e" + Br, 

i 二 0,1,…,n, 于 是 可 以 把 曲线 (2) 转化 为 


PO = X fia, 
i=0 


= > SB Oa; 
Bp o7 
Pi) = YN Bre)b,, (3) 
其 中 ~ 
b =a, ta, +e +a, t= O0,1,°+,n 


很 明白 (b) 是 控制 多 边 形 的 项 点 , 称 为 曲线 P() 的 控制 点 . 
这 里 还 有 一 段 公案 .几乎 在 同一 时 刻 , 即 在 1959 年 左右 ,法 
国 另 一 家 著名 的 汽车 公司 (雪铁龙 汽车 公司 ) 的 de Casteljau, 曾 
独立 地 提出 了 同样 的 方法 , 他 甚至 更 为 直接 地 用 了 (3) 来 表示 
曲线 ,对 于 曲面 (乃至 三 角 曲 面 ) 也 作 过 大 量 的 工作 . 可 异 的 是 ， 
他 的 工作 一 直 秘 而 不 宜 , 没 有 发 表 , 因 此 被 人 们 普遍 接受 的 还 是 
Btzier 的 名 字 . 近年 来 ,有 些 专 家 热衷 于 发 据 和 宣扬 de Casteljau 
的 贡献 . 我 们 还 是 按 大 多 数 人 已 形成 的 习惯 , 称 之 为 Bézier H 

. 33° 


线 . 曲 面 , 或 者 Bezier 方法 ; 有 时 也 称 之 为 Bernstein-Bézier 77 
法 ,或 者 是 B-B 方法 ， 


$ 1. Bezier 曲线 的 性 质 


在 前 一 章 的 $ 1 中 ,我 们 详细 地 讨论 过 多 项 式 的 Bernstein 
表示 的 性 质 ,因此 ,可 以 很 方便 地 把 那儿 某 些 计 算 性 的 结果 直接 
移植 过 来 . 例如 说 (3) 式 可 以 通过 移 位 算 子 改写 为 


P) = [0 — I + tE] b, (4) 
Ht=05t=1 代入 (4), 分 别 得 出 
P(O) = b., 
} (5) 
P) = 6,. 


这 就 是 说 ,Bezier 曲线 的 起 点 PC(0) 和 终点 P(1) 分 别 和 其 控制 多 
边 形 的 第 一 个 与 最 后 一 个 顶点 重合 , 其 他 的 控制 点 一 般 不 在 
Bézier HW E. 
在 (4) 的 双方 对 上 求 导 数 ,得 出 
P' G) = nll — DI + ETT Ab, (6) 
将 t = 0 与 1 = 1 分别 代入 上 式 , 得 出 
P' (0) =n(b, — b,) = nay; 
P' (1) = a(b, — b,..,) = na,. | 
以 上 二 式 表 明 ,Bezier 曲线 在 首 、 末 两 端的 切 向 量 分 别 与 其 控制 
多 边 形 的 第 一 边 和 最 后 一 边 平行 , 也 可 以 说 成 :Bézier 曲线 在 
首 . 末 两 点 上 与 控制 多 边 形 相 切 ， 
图 3. 1 中 画 出 了 两 条 Bézier 曲线 及 它们 所 对 应 的 控制 多 边 
形 . 由 图 可 以 看 出 ,曲线 的 神态 与 其 对 应 的 控制 多 边 形 十 分 相 
似 . 
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图 3.1 Bezier 曲线 
在 介绍 Bézier 曲线 下 一 个 重要 性 质 之 前 ,我 们 简要 地 谈 一 - 
ROK. 一 个 集合 叫做 凸 集 , 是 指 这 个 集合 如 果 含 有 两 个 点 则 必 
包含 这 两 个 点 连 成 的 直线 上 的 每 一 个 点 .例如 说 ,平面 上 的 正方 
形 . 圆 舟 都 是 西 集 , 球 是 空间 中 的 凸 集 ,等 等 . 很 容易 举 出 不 是 凸 
集 的 例子 ,例如 图 3. 2 所 包围 的 平面 区 域 就 不 是 凸 集 , 因 为 4 与 
B 这 两 点 都 在 这 图 形 中 ,但 线段 4B 上 有 不 在 这 个 图 形 中 的 点 . 


图 3.2 FAHRE 
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设 天 是 一 个 点 集 , AS KR) DRKA K HOB. 例如 ， 

如 果 玉 是 一 个 单 点 集 , 那 么 天 是 西 集 , 天 的 凸 包 也 就 是 天 AG; 
如 果 K 是 由 不 重合 的 两 点 4 与 8 组 成 的 ,那么 K 的 凸 包 就 是 由 
线段 4B 上 所 有 的 点 组 成 的 集 ,用 公式 来 表示 就 是 

{AA + A,B A, sA; 20H à + Ay = 1}. 
MEK 是 由 不 共 线 的 三 点 A4,B,C 组 成 的 集合 ,那么 天 的 凸 包 
就 是 以 这 三 点 为 顶点 的 三 角形 上 的 所 有 点 (包括 三 边 上 的 点 ) 
的 集合 ,它们 可 以 用 公式 表 为 

{AA + A,B + AC [A Às A 0,4) $A, +A; = 1} 
— fi AES Pr tl Ph AA A EAR Bie 
AK BAK 的 凸 包 是 点 集 


PASIE A> 0H SA = 1), 


ASIA, 称 为 点 AAA, 的 凸 线性 组 合 , h TERN 


{Bi(2)} 的 性 质 ( 见 第 2 章 导 言 部 份 ) 可 见 , 由 (3) 式 所 表示 的 
Bézier 曲线 必须 完全 落 在 控制 点 Bb,b,,… ,加 所 成 点 集 的 凸 包 之 
中 ,这 叫做 Bézier 曲线 的 凸 包 性 质 . 这 个 凸 包 给 出 了 Bézier 曲线 
存在 区 域 的 一 个 限定 ,虽然 这 个 限定 有 时 十 分 松散 ,但 是 在 某 种 
情况 之 下 仍然 有 积极 的 意义 . 在 CAGD H ,两 条 Bezier 曲线 求 交 
是 很 重要 、 很 实际 的 问题 , 我 们 可 以 分 别 求 出 它们 的 控制 点 的 凸 
包 ( 这 往往 比 计算 曲线 本 身 容易 得 多 ) ,并 求 出 它们 相交 的 部 分 ， 
那么 曲线 的 交点 必然 在 这 个 交集 之 内 .特别 地 , 若 这 两 个 凸 包 不 
相交 ,可 以 肯定 , 那 两 条 Bézier 曲线 没有 交点 . 

看 看 两 个 简单 的 情况 .两 个 控制 点 5b,,b 决定 的 Bézier 曲线 
是 

PG) = (1 — t)b, + tb,, O<t<l, 
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它 是 由 4b 与 b 两 点 所 决定 的 直线 段 . 二 阶 的 Bézier 曲线 有 三 个 
控制 点 bosb, sb, HOARD CRE HHA ADEE 
在 于 以 三 个 控制 点 为 顶点 的 三 角形 中 ) 可 以 证 明 , 它 是 一 条 抛 
物 线 (图 3. 3) :在 退化 的 情形 , 它 是 一 条 直线 段 . 


= 


图 3.3 二 次 Bezier 曲线 是 抛物 线 

但 是 ,三 次 Bézier 曲线 ,即使 是 平面 三 次 Beézier 曲线 , 则 是 
干 雁 百 态 , 变 化 万 千 ( 见 第 4 章 ). 

根据 人 们 的 常识 ,处 理由 直线 段 组 成 的 连续 折线 远 比 处 理 
很 一 般 的 曲线 来 得 容易 得 多 . Bezier 曲线 既然 与 它 的 控制 多 边 
形 有 很 大 的 相似 性 , 便 可 以 让 人 们 用 调整 多 边 形 作为 手段 以 实 
现 调 整 曲线 的 目的 , 这 就 是 Bézier 方法 受到 设计 人 员 的 青睐 的 
缘故 ， 

我 们 简单 地 谈 谈 用 Bézier 方法 来 完成 计算 机 交互 曲线 设计 


个 系统 运行 之 前 , 先 要 输入 所 有 的 控制 点 ,计算 机 随即 产生 由 这 
些 控制 点 决定 的 控制 多 边 形 , 显 示 于 屏幕 之 上 . 在 系统 快速 运行 
之 后 ,计算 机 屏幕 立刻 显示 对 应 的 Bezier 曲线 , 设计 者 依据 自己 
的 构想 来 判断 这 条 曲线 是 否 可 被 接受 . 如 果 他 不 满意 这 一 结果 ， 
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他 可 以 部 份 甚至 全 部 修改 这 些 控 制 点 ,让 机 器 重新 生成 新 的 曲 
线 供 他 再 行 选择 ,必要 的 时 候 , 设 计 者 可 以 反复 这 一 过 程 , 直 到 
产生 出 一 条 使 他 完全 满意 的 曲线 为 止 . 控制 多 边 形 起 着 向 导 的 
作用 . 对 一 个 熟练 的 设计 者 来 说 ,他 能 从 控制 多 边 形 的 形状 比较 
正确 地 预见 对 应 的 Bezier 曲线 的 形状 ,很 少 几 次 地 反复 便 能 达 
到 他 的 目的 . 

一 个 实用 的 系统 应 当 包 括 哪些 算法 呢 ? 它 至 少 应 当 包含 以 
下 四 节 的 内 容 . 


32 升 阶 


完全 类 伏 于 第 二 章 § 3, 我 们 可 以 讨论 Bézier 曲线 的 升 阶 .x 
阶 Bézier 曲线 (3) 总 可 以 表示 为 + 1 阶 的 Bezier 曲线 
P(t) = Sa rH b (8) 
式 中 
br = oh, + [1 - ao i} (9) 
i= 0s. 1,2 + 1,09) AY b 5 bn 应 理解 为 零 向 量 , 所 以 
b; = Bos bry, = bn. 
升 阶 后 的 控制 点 为 br ,bx bt, 它们 决定 一 条 有 着 
十 1 边 的 控制 多 边 形 , 称 为 升 阶 多 边 形 , 它 与 原来 的 榨 制 多 边 形 
定义 同一 条 Bézier 曲线 . 一 般 说 来 , 升 阶 和 多边形 将 更 加 贴近 
Bézier Hie. 升 阶 的 过 程 可 以 反复 地 ,无 限制 地 进行 下 去 ,产生 
的 升 阶 多 边 形 序 列 将 收敛 于 它们 定义 的 Bézier 曲线 , 这 就 是 升 
阶 收敛 定理 (Farin 定理 ). 
升 阶 有 怎样 的 作用 ? 升 阶 一 次 之 后 ,Bezier 曲线 没有 任何 改 
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变 , 但 多 了 一 个 控制 点 ,因此 多 了 一 分 调整 的 灵活 性 ,从 Farin 
定理 可 知 , 升 阶 提供 了 用 折线 逼近 Bézier 曲线 的 简单 方法 . 其 
次 ,从 公式 (9) 可 以 看 出 ,如 Eh b 与 六 所 决定 的 线段 上 , 因 
此 升 阶 控制 点 的 凸 包 一 定 被 包含 在 原来 的 控制 点 形成 的 四 名 之 
中 , 一 般 来 说 , 升 阶 凸 包 给 出 了 更 紧 的 对 Bezier 曲线 的 限定 . 分 
别 对 两 条 Bézier 曲线 升 阶 ,再 考虑 它们 的 升 阶 凸 包 的 交集 ,提供 
了 求 出 这 两 条 Bezier 曲线 的 交点 的 有 效 算法 . 


§ 3 de Casteljau 算法 


前 节 已 经 指出 , 升 阶 过 程 提供 了 用 升 阶 多 边 形 来 逼近 
Bezier 曲线 的 方法 ,而 且 可 以 达到 任意 的 精确 度 . 但 是 ,这 仅仅 
是 “ 允 近 ”, 除 了 曲线 的 首 末 两 端点 之 外 , 升 阶 多 边 形 可 以 与 曲线 
不 相交 ， 

下 面 的 算法 叫做 de Casteljau 算法 ,又 叫 Bezier 曲线 的 作 图 
定理 ,指明 了 如 何 反复 地 使 用 “ 定 比 分 点 "(线性 插值 ) 这 种 十 分 
简单 的 操作 来 计算 Bézier 曲线 上 的 任何 一 点 . 

我 们 先 来 叙述 这 一 算法 . 

T bobis sbn JEn Bh Bézier 曲线 (3) 的 控制 点 , 对 任意 固定 
的 tE [0,1j, 在 从 b, F Bi) 的 直线 段 上 , 取 一 点 把 这 一 段 直 
线 按 比例 1: (1 一 2) 分 为 两 段 , 即 

bY = Q — Db + th, (10) 
i 二 0,1,…yn 一 1. FERS Ton 个 点 DS? b , BO), 对 这 
些 点 重复 同一 过 程 ,作出 点 
bY? = (1 — tb! + bY, (11) 
这 里 ='0,1,…,n 一 2. 如 此 继续 下 去 …… ;最 后 得 出 一 个 点 
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bY? 
by? = C1 — DBT + by”. (12) 
为 了 便于 理解 ,我 们 写 出 如 下 的 格式 
bo b, b, one br- i bn 


NNN N 


G) 《1) <i) 
RA V 
{2) (2) 

b% B®, 


by Be? 


be” 
VX BRAY APE. Pe ER 
数 产生 ,精确 地 说 , 它 等 于 用 1 一 上 乘 上 “左肩 ”上 的 数 加 上 用 + 
REAA” EAR. 
现在 可 以 来 叙述 作 图 定理 . 


定理 3.1 1) ee € [0,1], PG) = db; 
2) 从 点 外 -到 点 好 ”作成 的 向 量 是 Bezier H 
线 在 点 PO 处 的 一 个 切 向 量 . ( 见 图 3. 4). 
证 明 “如果 利用 移 位 算 子 ,证 明 将 变 得 十 分 简洁 . 首先 ， 
(10) 可 以 表示 为 
BP = (Id HI + tE] 
REBO = bb = b, 5+ BO = Bf = 051 yn 一 1 而 (11) 
可 以 表 为 
be = [1 -ÐI +E], 
i= O,ly- ,nn — 2. 
归纳 地 ,我 们 有 
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图 3.4 de Casteljau 算法 
bY? =[ad-—nr+ tE |b", 


这 里 一 1,2,-++,7 而 i = Osl, sn — k, 反复 地 使 用 上 式 ,得 出 


b= (a 一 六 7 十 tE Fb; (13) 


KX Hi=0,1,-.n—b, 在 公式 (13) He = nGxiti = 0) 便 
有 


bo” = [Q —£)1 +4E}), = P(t), 
这 便 证 得 了 第 一 个 结论 . 
为 了 证 明 第 二 个 结论 ,由 (13) 可 得 出 
b= [C1 DIH te} b, 
byt = [A -DT + EP», 
从 而 ,由 89-2 指向 BED 的 向 量 是 后 者 减 去 前 者 的 差 , 即 
La — a + tE] (b, — b,) = 
=[0 — ÐI + tET Abh, 
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与 (6) 作 比 较 , 立 知 上 述 向 量 即 士 P' (4) ,证 完 


作 图 定理 的 一 个 重要 推论 是 :Bezier 曲线 与 座 标 系 的 选择 
无 关 , 是 几何 不 变 的 . 也 就 是 说 ,如 果 我 们 把 控制 多 边 形 经 过 刚 
体 运 动 从 空间 的 一 处 移 到 另 一 处 ,那么 它们 所 对 应 的 曲线 经 过 
同一 个 刚体 运动 就 可 以 完全 重合 . 

作为 作 图 定理 的 一 个 特例 , 取 : =O Rt = 1, 便 得 出 了 
Bézier 曲线 的 端点 插值 性 质 和 端点 处 的 切线 性 质 . 

作 图 定理 还 可 以 被 进一步 推广 , 那 就 是 在 下 一 节 中 要 叙述 
和 证 明 的 分 割 定理 . 


§4 分割 定理 


在 执行 de Casteljau 算法 的 过 程 中 ,我 们 顺便 得 到 “副产品 ” 

a 两 个 点 组 : 

ba bi. bP pee bP (14) 
以 及 

by” By? y+ bY, ,b, (15) 
对 照 着 § 3 中 的 “格式 ”来 看 ,它们 正好 位 于 两 条 倾斜 的 直线 的 
左边 与 右边 ,左边 的 自 上 往 下 数 , 右 边 的 从 下 往 上 数 . 

再 来 看 图 3. 4. 点 P(t) = bY? 把 整 条 Bézier HRS} HALA 
两 段 , 细 看 上 去 ,点 组 (14) 恰似 定义 左边 的 曲线 的 控制 点 ,而 点 
组 (15) 恰似 定义 右边 那 部 份 曲线 的 控制 点 . 

这 种 观察 是 正确 的 ,这 正 是 所 谓 的 分 割 定理 的 内 容 . 

”为 了 用 公式 简洁 地 表达 上 述 事 实 ,有 必要 把 Btzier 曲线 对 
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控制 SUS HOBA A SE MS SEE. 那 就 是 说 ,最 好 把 由 控 
制 点 2 所 确定 的 Bezier 曲线 写成 P(by,b,, ++ 5B, 3t). 
我 们 有 


定理 3. 2 (分 割 定理 ) 设 (14) 与 (15) 中 的 两 个 点 组 是 对 
应 于 参数 上 由 de Casteljau 算法 得 出 的 ,对 任意 固定 的 +E [0， 


1), Fela 
P (by yi? y= ,be 55) = P(Bosb, 3 5b, ,st). (16) 
PP bY? ee bss) 
= Plbosbise basl — 1 — ODA —)), (17) 


XE s 在 [0,1] 中 变化 . 
证 明 ”我 们 先 证 明 (16). 利用 算 子 的 表示 , (16) 的 右边 可 
以 写成 
CA — sH + stETb,, 
重新 组 合 方 括号 内 的 表达 式 ,可 将 上 式 改写 为 
CA = A +A — DI + tE) Tb,. 
将 最 后 一 式 作 二 项 式 展 开 , 得 到 
5 | "lsa — sT — HI + tEFb, 


i=0 


= Z BOLA — DI + 2tE}'b, 


= = Dye (s)b,”, 
在 获得 最 后 一 个 等 式 的 时 候 ,利用 了 公式 (13) 中 = 0 时 的 特 
款 , 这 样 就 完成 了 (16) 的 证 明 . 


我 们 指出 ,(17) 可 以 由 (16) 直接 推出 ,无 需 重新 计算 . 首先 
注意 一 个 事实 
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P (by 5b, 5°07 5b, 3t) = PCB, stebi bo; l — t). (18) 
利用 Bézier 曲线 的 定义 马上 可 以 证 得 (18), 也 可 以 利用 作 图 定 
理 来 证 .我 们 略 去 这 些 简单 的 证 明 ,宁可 费 一 些 笔墨 来 说 明 (18》 
的 意义 . 

Bézier 曲线 是 定向 的 曲线 ,参数 上 增长 的 方向 决定 着 曲线 的 
定向 , 由 于 这 个 理由 ,前 面 常常 提 到 PCO) 是 曲线 的 起 点 ,P(1) 
是 曲线 的 终点 , 等 等 . 从 根本 上 说 ,控制 点 的 排列 顺序 决定 着 曲 
线 的 定向 . 公式 (18) 的 意义 是 :如 果 把 控制 点 的 顺序 颠倒 过 来 ， 
得 到 的 Bezier 曲线 与 原来 的 曲线 完全 重合 ,但 有 相反 的 定向 . 

由 公式 (18) 立即 得 知 ,(17) 的 右边 可 以 写 为 

Pb, b b (1 — s)(1 — 1)), 
利用 已 证 之 (16) ,得 到 上 式 应 当 等 于 

P(b, b? ee be"? ,b& 51 — 5), 

再 一 次 利用 (18) 得 到 

C17) 的 右边 = PCY? BY) , + B35), 
最 后 的 表达 式 正好 是 (17) 的 左边 . 

定理 3. 2 证 毕 . 


分 割 定理 是 一 个 很 重要 的 定理 ,有 着 众多 的 实际 应 用 ,我 们 - 
对 这 个 定理 作 下 列 详 细 的 评注 . 

1. 只 须 利用 Bézier 曲线 的 端点 性 质 , 由 分 割 定理 便 可 推出 
作 图 定理 .5b8” 作 为 第 一 段 曲线 的 最 后 一 个 控制 点 和 第 二 段 曲 线 
的 第 一 个 控制 点 , 它 应 同时 在 这 两 段 曲 线 上 ,也 就 是 在 原来 的 
Bézier HAL; 其 次 ,由 端点 切 向 量 的 性 质 可 以 推 知 , 向 量 
by PbS 是 第 一 段 曲线 在 终点 OS” ETI, OO be? 是 第 
二 段 曲线 在 起 点 ”处 的 切 向 量 , 从 而 b be 就 是 原来 的 
Bézier 曲线 在 P(t) 一 bP 处 的 切 向 量 . 
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2. 在 讨论 Bézier 曲线 时 , 我 们 总 是 把 参数 t 限制 在 区 间 
[0,1] 上 ,但 是 ,Bezier 曲线 作为 多 项 式 曲 线 , 应 当 是 对 任何 的 参 
数值 都 有 意义 . 在 分 割 定理 的 证 明 中 ,并 未 依赖 参数 : € [0,10 
这 一 事实 ,人 因此, 分割 定理 对 于 参数 的 任何 取 值 都 是 正确 的 . 

3. 在 曲线 的 交互 设计 中 ,如 果 我 们 只 对 某 条 Bézier 曲线 上 
的 某 一 段 感 兴趣 而 不 是 对 整 条 曲线 感 兴趣 , 想 要 把 这 一 段 曲 线 
保留 下 来 ,把 其 余部 份 全 都 出 去 ,那么 只 要 知道 这 一 段 曲线 两 个 
端点 所 对 应 的 参数 秆 ,可 以 通过 两 次 使 用 分 割 程序 ,计算 出 这 段 
曲线 对 应 的 控制 点 , 从 而 可 以 把 这 一 段 曲 线 当成 一 条 独立 的 
Bézier 曲线 来 操作 . 

4. 由 图 3.4 明显 看 出 ,分 割 之 后 得 到 的 两 个 控制 多 边 形 比 
原来 的 控制 多 边 形 与 Bézier 曲线 贴近 得 更 好 . 这 就 提示 我 们 ,应 
当 把 分 割 过 程 反复 下 去 , 即 在 两 段 曲 线 上 分 别 再 进行 分 割 . 已 经 
证 明 , 如 果 分 割 点 所 对 应 的 参数 值 在 [0,1] 上 稠密 , 则 所 得 到 的 
多 边 形 序列 将 以 很 快 的 速度 收 全 到 原来 的 Bezier 曲线 . 

5. 仍 由 图 3. 4 看 出 ,两 个 小 控制 多 边 形 的 凸 包 之 并 集 不 但 
被 包含 于 原来 的 控制 多 边 形 的 西 包 之 内 ,而 且 前 者 比 后 者 大 为 
缩小 . 这 告诉 我 们 ,反复 进行 分 割 的 过 程 ,能 够 提供 一 种 求 两 条 
Bézier 曲线 交点 的 更 快 、 更 有 效 的 算法 . 


§ 5 光滑 连接 


在 CAGD 的 应 用 中 ,为 了 设计 一 条 比较 复杂 的 曲线 ,不 是 
无 止境 地 增加 控制 点 的 个 数 ,因为 这 样 作 将 提高 多 项 式 曲线 的 
次 数 ,这 是 一 种 很 不 明智 的 选择 . 通常 ,所 使 用 的 Bézier 曲线 不 
应 超过 5 次 ,正确 的 做 法 是 把 整个 曲线 分 成 许多 小 段 ,用 次 数 较 
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低 的 Bézier 曲线 来 表示 它们 , 当然 在 连接 的 地 方 应 当 保 持 适 当 
的 光滑 性 . 
只 需 讨论 两 条 Bezier 曲线 的 光滑 连接 就 已 足够 . 
设想 我 们 已 有 两 条 n 阶 Bézier 曲线 : 
Pi) = SoBe), 0<t<1 


Qt) = Seb), o0<t<1, 


为 方便 起 见 , 称 它们 分 别 为 P 曲线 和 O 曲线 . 在 讨论 两 条 Bezier 
曲线 相互 关系 的 时 候 , 设 它们 具有 相同 的 次 数 并 不 失去 一 般 性 ; 
因为 当 它们 有 不 同 的 次 数 时 ,总 可 以 利用 升 阶 的 技术 把 低 次 曲 
线 的 次 数 升 高 ,直到 两 曲线 同 阶 为 止 . 
最 初步 的 情况 是 ,我 们 打算 在 P 曲线 的 终点 处 接 上 Q 曲线 

的 起 点 . 用 公式 来 表示 乃 是 P(1) = Q(0), 这 等 价 于 

co = b,, (19) 
这 时 两 条 曲线 没有 断 开 ,我 们 称 之 为 有 零 阶 的 几何 连续 ,用 GC? 
来 表示 . 图 3.5 表示 GC? 的 情况 . 

现在 , 若 要 求 曲线 P 与 @ 在 交接 点 处 不 但 是 GC? 的 而 且 还 
要 求 它们 在 交接 点 上 有 公共 的 切 向 ,那么 必须 而 且 只 须 b, = c 
HE P 的 控制 多 边 形 的 最 后 一 边 a, =b, — b, 5 0 的 控制 多 
” 边 形 的 第 一 条 边 a? = e 一 c。 有 相同 的 方向 , 即 存在 实数 a>> 
0 使 得 

a; = aa, (a> 0) (20) 
这 种 连接 的 方式 称 为 一 阶 几何 连续 ， 简 记 为 GC'. 总 结 起 来 ， 
CC 的 条 件 是 

co = b, 

©) 本 (21) 
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图 3.5 GC 连接 


ba 


图 3.6 GC! 连接 
两 条 空间 曲线 P 与 Q 在 交接 点 处 达到 二 阶 几 何 连续 ,或 者 
说 以 GC? 方 式 连 接 ,是 指 它们 除了 达到 GC' 之 外 ,在 交接 点 处 还 
要 达到 下 列 两 个 条 件 
(1) 密切 平面 重合 , 副 法 线 向 量 相同 ; 
(2) 曲率 相等 . 
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在 点 PCL) 处 ,曲线 P 的 副 法 线 向 量 Y(1) HPA) XPO) 决 
定 ,由 于 
P' (1) = na,, P”(1) = n(a — 1)(@, — qa,.1), 
所 以 
YA): = p’ (1) X pP’) = (n— 1)n’a,_, X a,, 
同 理 , HAR @ 在 点 OCO) 处 的 副 法 线 向 量 
¥"(0) = (a — lnar X až, 
这 里 @2 : =c, — ce. 
条 件 (1) 是 指 ; 四 条 边 向 量 eesay ,a2 共 面 . 由 (20) 可 
知 ,这 一 条 件 实际 上 相当 于 三 个 向 量 a,_1,a,,a; 共 面 ,因此 好 
可 表示 为 a,-1,a, 的 线性 组 合 , 即 存在 实数 8 与 7 使 
a; 一 一 Ce + 7an, (22) 
式 中 的 数量 8 > 0, 而 7 是 任意 的 实数 , 见 图 3.7. 
按 曲 率 的 计算 公式 ,曲线 了 与 8 在 交接 点 处 的 曲率 分 别 是 


k= QD) a Dla X al 
|P (1) {3 ma 


一 (n 一 1) |a。-_， x a, | 
E nia, |’ 


p = Z O| Dla xa; | 
IQ" (0)| nay |? 
把 (20) 及 (22) 代入 上 式 有 边 , 得 到 
k 一 1)aleX( 一 po 十 au)| 


no? ja, |* 
_ 一 1)8la X a,| 
T næ ja, |’ 
由 条 件 (2) k = k* ,得 到 
B= oe, (23) 
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综 上 所 述 ,两 条 空间 Bézier HAP SO 在 连接 点 上 达到 二 
阶 几 和 何 连续 的 必要 充分 条 件 是 (21),(22) 与 (23) 同时 成 立 , 合 
并 起 来 可 以 写成 


ar = Qa, 
(24) 
a; =— Ca, + Yan, 


其 中 实数 a > 0 而 7 是 任意 的 实数 . 图 3, 7 表示 了 GC? 连接 的 情况 . 


图 3.8 Bezier 样 条 曲线 
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把 许多 段 Bézier 曲线 按 照 适当 的 几何 连续 性 的 要 求 拼接 起 
来 ,得 到 的 曲线 称 为 Bezier 样 条 曲线 . 
图 3. 8 展示 了 用 Bézier 样 条 曲线 画 出 的 动物 图 案 . 


$ 6 PH Bezier 曲线 的 保 凸 性 


这 一 节 仅 讨论 平面 Bézier 曲线 , 即 一 切 控 制 点 Gi = 0,1, 
…,n) 共 面 . 

由 于 Bézier 曲线 是 向 量 值 函数 ,因此 前 一 章 中 关于 “ 西 函 
数 ” 的 定义 对 它 已 不 能 适用 . 我 们 必须 首先 寻找 凸 曲线 的 一 个 
合理 定义 . 

在 本 章 的 $ 1 中 已 经 定义 过 凸 集 . 现在 我 们 给 出 

定义 ”一 条 连续 的 曲线 段 若 是 某 一 凸 区 域 的 一 段 边界 , 则 
称 这 一 段 曲 线 是 凸 的 . 

很 明显 ,连续 的 是 函数 在 此 定义 之 下 是 凸 的 . 同样 明显 的 
是 ,用 一 把 刀 按 直线 的 路 径 将 一 个 凸 区 域 制 去 一 部 份 , 留 下 来 的 
那 一 部 份 仍旧 是 凸 区域 . 

控制 多 边 形 bo,b,,… ,Bb 是 是 的 , 当 且 只 当 把 它 的 起 点 bo 与 
终点 b, 用 直线 连接 来 之 后 所 围 成 的 多 角形 区 域 是 凸 的 . 


定理 3.3 CURT. Ligh 如 果 平 面 控制 多 边 形 是 凸 的 ， 
则 对 应 的 Bézier 曲线 也 是 凸 的 . 

证 明 ”由 于 控制 多 边 形 是 凸 的 ,这 表明 把 它 的 首尾 两 个 控 
制 点 用 直线 段 连接 起 来 围 成 了 一 个 西区 域 . 每 一 次 升 阶 过 程 ,如 
同 用 一 把 刀 来 进行 若干 次 “ 害 角 ”, 因 此 留 下 来 的 仍 是 凸 区 域 . 无 
限 次 地 作 下 去 , 最 终 得 到 的 也 是 一 个 凸 区 域 . 由 Farin uo 
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定理 可 知 ,Bézier 曲线 正 是 这 个 凸 区 域 的 一 段 连续 的 边界 ,因此 
是 凸 曲线 . 证 完 . 
定理 3. 3 揭示 的 是 平面 Btzier 曲线 的 保 西 性 . 


§ 7 结束语 


Bézier 曲线 实质 上 是 向 量 值 的 Bernstein 表达 式 , 它 的 控制 
多 边 形 与 它 本身 有 很 强 的 相似 性 . 西 包 性 质 、 端 点 的 插值 性 和 切 
线 的 性 质 是 这 种 相似 性 的 若干 表现 , 控制 多 边 形 远 比 控 制 曲 线 
来 得 容易 , 因此 Bézier 曲线 成 了 工程 技术 人 员 设 计 曲 线 的 得 心 
应 手 的 工具 ;自然 ,这 种 设计 必须 在 交互 式 的 图 象 仪 的 环境 中 进 
行 . 

在 一 个 实用 的 、 以 Bézier 方法 为 基础 的 程序 系统 中 ,必需 包 
含 给 使 用 者 带 来 方便 的 算法 . 升 阶 的 技巧 增加 了 控制 曲线 的 灵 
活性 而 且 升 阶 控制 多 边 形 更 好 的 表现 了 曲线 的 形状 . 当 升 阶 进 
行 到 足够 多 次 时 , 升 阶 多 边 形 是 对 其 Bézier 曲线 的 一 个 很 好 的 
iit. de Casteljau 算法 是 反复 进行 线性 插值 的 过 程 ,得 出 的 是 
Bézier 曲面 上 的 一 个 点 ;如 果 这 种 点 分 布 得 足够 细密 , 屏幕 上 显 
示 出 来 的 将 是 由 线性 插值 产生 出 的 Bézier 曲线 ,分 割 定理 是 de 
Casteljau 算 法 的 发 展 ,因此 其 意义 更 为 重要 ,利用 GC! 或 GC? 的 
条 件 , 我 们 可 以 把 许多 段 次 数 较 低 的 Bézier 曲线 连接 起 来 ,作成 
Bézier 样 条 曲线 ,以 产生 十 分 复杂 的 曲线 . 

定理 3. 3 是 一 个 理论 结果 , 它 说 的 是 平面 上 凸 的 控制 多 边 
形 必然 生成 凸 的 Bezier 曲线 ,这 就 是 平面 Bézier 曲线 的 保 凸 性 ， 
它 也 可 以 作为 设计 一 条 平面 凸 曲 线 的 依据 . 
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第 四 章 AM Bézier 曲线 


本 章 的 第 一 部 份 是 用 三 次 Bezier HARK BISA A 
象限 中 的 那 一 部 分 . 让 Bézier 曲线 与 该 段 圆 弧 有 相同 的 起 点 与 
终点 ,并 且 在 这 两 点 分 别 相 切 , 留 下 的 只 是 一 个 可 以 变化 的 参 
数 . 通过 调整 这 个 参数 ,三 次 Bezier 曲线 将 会 取得 各 种 形状 . 从 
中 我 们 也 可 以 选 出 一 个 通 近 得 最 好 的 曲线 ,并 作出 误差 估计 . 在 
这 个 参数 变化 时 ， 曲 线 上 会 出 现 拐点 、 炎 点 和 二 重点 , 这 就 具 
体 地 说 明了 ,即使 平面 三 次 Bézier 曲线 ,也 是 非常 灵活 的 曲线 . 

但 是 ,多 项 式 的 Bezier 曲线 不 能 精确 地 表示 圆周 ,为 此 ,我 
们 讨论 Bézier 曲线 的 推广 , 即 有 理 Bezier 曲线 . 通过 增加 若干 个 
“ 权 ”, 便 大 大 地 增加 了 曲线 的 灵活 性 . 最 后 ,我 们 用 三 次 Bézier 
曲线 来 精确 地 表示 单位 圆 的 一 部 分 . 


§1 通 近 四 分 之 一 圆周 


考察 圆心 在 原点 .半径 为 1 的 圆周 ,更 确切 地 说 ,我 们 只 关 
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心 它 在 第 一 象限 的 那 一 部 份 ( 图 4.1), 以 反 时 针 方 向 为 它 的 定 
向 , 我 们 打算 用 三 次 Bezier 曲线 去 通 近 它 . 设 Bezier 曲线 的 控制 
Fy bosb ,25:( 图 4.2). 由 端点 的 播 值 性 质 和 切 向 性 质 ,立即 


可 知 


x 
1 


4.1 HANARA- REA 


0 b 
图 4.2 用 三 次 Bezier GSR BA 
b, = (1,0), 
bi = (1,4), 
b, = (A,1), 
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b, = (0,1), 
其 中 4 之 0 是 可 变 的 参数 ,几何 上 看 ,4 代表 着 控制 多 边 形 的 第 
一 边 与 第 三 边 的 长 度 . 对 应 的 Bézier 曲线 是 


PG) = XIb BO), 0<¢<l a) 
i=0 
若 用 分 量 把 (1) 写 出 来 , 即 得 
rit) = (1,1,4,0) 
(2) 


yt) = (0,4,1,1) 
这 里 用 了 第 二 章 中 定义 的 Bernstein 形式 的 简便 记号 . 


vb =b, 
= 


1 ~ 


图 4.3 à= 0 时 的 Bezier 曲线 
当 4 王 0 时 ,由 (2) Tar +y@) 一 1, 这 时 (1) 代表 由 两 
点 (1,0) 与 (0,1) 联 成 的 直线 段 ,与 单位 圆周 相去 甚 远 (图 4. 3). 
因此 设 A> 0. 
通过 选取 4 的 值 ,可 以 改变 曲线 的 形状 . 直观 上 看 ,如 果 选 
FE 1 以 使 得 Bézier 曲线 当 : = 1/2 时 为 圆 弧 的 中 点 ,可 望 得 到 较 
SE IR. 因此 , 令 x(0.5) = y(0.5) = V3 /2, 即 


1) -= 


dalea] 
B| z) +B: 2) + ABI > 2 ， 
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由 此 解 出 


A=: = £e JE — 1) = 0. 55228475- (3) 
从 图 4. 4 可 以 看 出 , 当 4 取 由 (3) 所 决定 的 值 时 所 得 到 的 曲线 
与 真正 圆 弧 的 偏差 ,肉眼 是 无 法 分 辨 的 . 
5 一 


1 6 


0 


图 4.4 A= 4072 一 1)/3 时 的 Bexier 曲线 
下 面 来 作 误差 分 析 . 很 明显 , 取 
et): =r +A - (4) 
作为 偏差 的 一 种 度量 是 合理 的 . 注意 到 
Xx(0) = yi) = 1, 
z(i) = y(0) = 0, 
z' (0) = y' (1) = 9, 


x(0.5) = y(0. 5) = <2, 


x' (0.5) + y’ (0.5) = 0, 


(5) 


可 见 
e(0) = €(0.5) = €(1) 一 0， 
即 0,0.5 及 1 是 el) 的 三 个 零点 ,又 由 于 


e (1) = 2x(t)x' Œ) + 2y(t)y’ CH), 
再 由 (5) 可 知 

e (0) = €' (0.5) =e’ (1) =0, 
这 表明 0,0.5 及 1 都 是 elz) 的 二 重 零点 .由 于 elz) 是 :的 6 次 多 
项 式 ,我 们 有 下 列 的 分 解 式 

eG) = A(t ~— 1/2704 — 1)? (6) 
其 中 4 是 一 个 常数 . 算出 elz) 中 的 1 的 最 高 次 方 的 系数 , 便 可 定 
出 

A = 23h — 2)? = 83 — 2V2):= 0.235498012. 
由 (6) 可 知 ete) 之 0, 即 曲线 上 的 每 一 点 到 圆心 的 距离 总 不 小 于 
圆 的 半径 . 由 于 当 t € [0,1] 时 

t 一 < 二 ,| 一 二 < 地， 
从 (6) 得 出 


oses a = 0. 003679656% 


可 以 证 明 ,选择 4 = A, 产生 的 曲线 在 某 种 意义 之 下 是 对 圆 弧 的 
最 佳 殉 近 , 但 我 们 不 能 在 此 进行 深入 的 探讨 . 
RE KAS A) 的 数值 来 看 看 带 近 曲线 的 变化 , 首先 取 
A= 2/3, 这 时 的 4 个 控制 点 是 o 
b, = (1,0),b, = (1.2) ,b, = (2 1) „b, = 0.1). 
容易 算出 
(ti 一] 一丝 = 一 有 (十 BC) 
yt) = 2t — P = Ba) + Bia), 
这 说 明 我 们 的 逼近 曲线 是 可 降 阶 的 , 它 实 际 上 是 二 次 Bézier h 
线 
(OBE + (1, DB + O DBEG), 
其 控制 点 为 (1,0), (1,1)， (0,1). 该 曲线 是 一 条 抛物 线 ( 见 图 
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4.5). 


1 b, 


å zi” 


图 4.5 和 = 2/3, 退 化 情况 
再 取 4 = 1. 这 时 4 个 控制 点 是 
b, = (1,0),b, = b, = (1,1), = (0,1), 
其 中 第 二 个 与 第 三 个 控制 点 重合 . 控制 点 生成 的 凸 包 是 以 
(1,0),《1,1), 《0,1) 为 顶点 的 等 腰 直 角 三 角形 ,逼近 曲线 完全 
落 在 它 的 内 部 ( 见 图 4. 6). 


om 


1 


2,4 


4.6 和 A=1 时 的 Bezier 曲线 
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平面 讨论 A> 1 的 情形 ， 这 时 控制 多 边 形 出 现 了 自 交 的 情 
况 , 图 4.7 显示 出 一 4/3 时 对 应 的 控制 多 边 形 和 逼近 曲线 , 计 
算 表 明 ， 这 时 有 (0.5) = y(0.5) = 1 .在 这 条 曲线 上 ， 可 以 
看 到 : 在 标 有 “x” 的 两 点 上 ， 曲 线 的 “ 凸 四 性 ”有 一 个 突然 的 
改变 ， 这 样 的 点 称 为 曲线 的 拐点 . 


bol 
图 4.7 ^=4/3 时 的 Bezier 曲线 
当 平面 曲线 矿 有 向 量 方程 7 = r() = at) ya)) 的 表示 
时 (这 里 的 x, y 不 必 为 1 的 多 项 式 函 数 ), 根据 微分 几何 知识 ， 
要 从 方程 
zd) y(t) 
Xt) yt) 
的 根 里 去 找 拐 点 对 应 的 参数 值 ， 如 果 如 是 〈7) 的 一 个 根 , 并 且 
Et 的 两 旁 ，(7) 式 左边 的 二 阶 行列 式 有 相反 的 符号 时 ， 那 么 
rlto) 就 是 曲线 醋 的 一 个 损 点 . 
现在 ， 把 这 个 一 般 的 理论 落实 到 我 们 当前 的 三 次 Bézier 曲 
线 上 ， 这 里 ， 采 用 Bernstein 形式 ， 我 们 有 
z'=3 (0, A-1, —A), 
z”"=6 (A-1, 1—24), 
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=0 (7) 


y =3 (A, 1 一 A， 07， 

y"=6 (1 一 2A，4 一 1)， 
经 过 耐心 的 计算 ， 可 知 方程 O 变 为 

2_ à—1 — 

t+ 9 =O. (8) 
由 (8) 解 出 两 根 


-1 [2—A 
lyst, = 2 h + 2=4|. (9) 
HY Bihan, tE 00, 1) P, DAA RA 


2 一 从 
OSA <)> 


解 这 个 不 等 式 得 <A? 但 是 , 由 (9) AR, 只 有 当 XE€ (1， 
2) 时 两 根 与 , t 不 相等 , CHAER ATER, 当 4 二 2 时 4 
二 t:， 这 时 没有 拐点 . 

现在 考察 二 2， 这 了 时 


EEPE 


即 严 | 去 | =0， 这 时 曲线 上 的 点 P| 5) este ( 见 图 4. 8). 


vi 


x 


B48 和 =2 时 曲线 上 有 一 个 尖 点 
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4 人 2 时 ,曲线 上 会 出 现 圈 , 即 曲线 自己 与 自己 相交 , 也 
就 是 说 在 (0, 1) PHAR MBA Ac, 而 使 得 Pe) = 
Ple). 这 种 自 交 点 称 为 曲线 的 二 重点 . (图 4. 9) 

尖 点 与 二 重点 统称 曲线 的 奇 点 . 


图 4.9 和 一 2.5 时 曲线 上 有 一 个 二 重点 
经 过 以 上 的 讨论 ， 我 们 看 


了 
到 ， 三 次 Bézier 曲线 ， 即 使 是 
平面 情形 ,表现 力也 非常 丰富 ， A N 
能 产生 出 干 姿 百 态 的 几何 形 


状 . 当 4 取 值 % 时， 所 得 的 曲 


线 是 单位 圆 的 一 部 分 的 一 个 很 一， i 
好 的 近似 或 晕 近 ， 如 果 把 四 条 
这 样 的 曲线 按 右 图 拼接 起 来 ， 

一 1 


得 到 的 一 条 封闭 的 GC' 连续 
的 曲线 ， 它 是 单位 圆 的 一 个 很 maio 用 Gc' 曲线 通 近 单 们 加 
EE. | 

但 是 ， 如果 局 限 在 多 项 式 Bézier 曲线 之 中 ， 则 永远 不 能 精 


确 地 表示 圆周 的 一 部 份 . 为 了 克服 这 一 缺点 ， 有 必要 把 第 三 章 
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讨论 过 的 Bézier 曲线 加 以 推广 ， 这 就 是 下 一 节 中 将 讨论 的 有 理 
Bezier 曲线 . 


§2 432 Bezier 曲线 


给 定 2 十 了 个 空间 向 量 b， b,» -., b, 以 及 实数 Woy Bs ”9 
Wy s 其 中 w;>0, t=O, l, ots my wto t e +H o >00, 称 
>) %;Bi O) S 
R(t) = =, O<t<l,. (10) 
D oB) 
为 4 阶 有 理 Bézier WR, 其 中 (b) 称 为 曲线 10) 的 控制 点 ， 
lu) 称 为 权 或 权 系 数 ，i; 一 0，1，…，n， 容 易 看 出 ， 当 所 有 的 
权 系 数 都 相等 : w= 二 w= 二 … 二 w, 时 ,有 理 曲 线 (10) 即 变 成 通常 
的 Bézier 曲线 . FA, 有 理 Bézier 曲线 是 (多 项 式 ) Bézier 曲线 
的 推广 . 
如 果 引 入 
Ra): = —2B@ ， 
> Bie) 
7=0, 1, "e, Ry 则 (10> 便 可 以 写成 
R(t) 一 Dy RIED: ， (12) 


R (11) 定义 的 (RO ji = 0.1 ym, PRATER. 
有 理 基 函 数 有 如 下 的 明显 的 性 质 ， 
DERG So, t€ [0.1], t= 0,1,-*+,%, 


1) 


2) YRO = 1. 
i=0 
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由 于 以 上 两 条 性 质 , 由 (12) 可 知 ， 有 理 Bézier 曲线 也 具有 四 包 
ER: 曲线 (10) 完全 被 包含 在 由 其 控制 点 所 生成 的 凸 包 之 中 . 
由 于 


Ba 1, ¿i=0, 
rro) = #20 _ | . 

We 0, ¿= 1,2, ,n 

Br 0, ¢=0,1,-+,2—1, 
rpo = 28D) -~ | | 

i w, l, i=n, 
从 2) 得 知 

RCO) = b,, RG) = 6,, (13) 


这 就 是 说 有 理 Bézier 曲线 在 两 端点 处 也 插值 于 控制 多 边 形 的 
端点 ， 这 里 所 说 的 控制 多 边 形 即 由 顺 次 联结 控制 点 所 成 的 开 多 
边 形 ， 与 Bézier 曲线 的 控制 多 边 形 没有 区 别 ， 


引入 记号 
w(t)? = XB), 
k=0 
把 02) 改写 为 


w(t)R(t) = Xyuz: Ob, 
FEERMAM ORG, A 
w (t)R(t) + wR (t) =n Seabees 一 wb;) BG), 
将 :一 0 代入 上 式 双方 ， 利 用 13) 便 可 得 到 

nw 一 wo)bo + wR 0) = n(w,b, — wbo), 
HELA 

R' (0) = v i — b,). (14) 
类 似 地 有 

R'(1) = nan On — b). (15) 
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公式 (14) 与 (15) 表明 ， 有 理 Bézier 曲线 在 其 起 点 与 终点 上 
分 别 与 其 控制 多 边 形 的 第 一 边 与 最 后 一 边 相 切 ， 

以 上 谈 到 的 这 些 性 质 ， 正 是 Btzier 多 项 式 曲线 所 具有 的 性 
质 . 

如 果 我 们 愿意 ,也 可 以 对 有 理 Bézier 曲线 建立 de Casteljau 
算法 、 升 阶 技 术 等 等 由 于 我 们 在 本 章 中 不 需要 它们 ， 故 从 略 . 

最 后 ， 我 们 定性 地 描述 一 下 权 系 数 的 作用 ， 大体 上 说 ， 增 
加 权 系 数 w 的 数值 ， 相 当 于 把 曲线 拉 得 更 近 于 控制 点 b 减少 
o: 的 数值 则 相当 于 减低 控制 点 对 曲线 的 影响 ， 

4.11 5 4.12 MH AAA Bézier 曲线 ， 在 每 一 个 控制 
点 的 后 边 ， 写 上 了 相应 的 权 系 数 的 值 , 


5.8 


4.11 有理 Bezier 曲线 
$3 图 弧 的 精确 表示 
在 本 节 中 我 们 将 看 到 ， 利 用 三 次 有 理 Bézier 曲线 可 以 精确 


地 表示 圆 弧 . 
63， 


图 4. 12 AH Bezier 曲线 
仍 考虑 单位 圆 ， 即 在 一 个 给 定 的 平面 直角 座 标 系 中 ， 中 心 
在 原点 、 半 径 等 于 1 的 圆 ， 研 究 单位 圆 上 的 一 段 狐 ， 为 方便 起 
见 ， 也 不 失 一 般 性 ， 设 这 一 段 贺 弧 关于 纵 轴 是 对 称 的 ， 指 定 曲 


线 的 方向 是 反 时 针 的 , 令 圆 弧 的 起 点 有 座 标 Cosh, sind), -5 


SO0<4> MA 4.13. 

由 于 对 称 性 , 我 们 可 以 设 权 系数 满足 关系 mw 一 mm，mw 一 we， 
必要 时 在 GO 的 右边 的 分 子 、 分 母 上 除 以 mw 一 内 ， 因 此 可 设 
4 个 权 系数 依次 为 1，w，w，1， 其 中 w : 一 wy/ewm， 

根据 § 2 中 指出 的 有 理 Bezier 曲线 的 端点 性 质 可 知 

b, = (cos@, sinf), 
b, = (cos@ 一 Asin@g, sinf + Acosé), 
(一 cos + Asing, sinf + àcosĝ) ， 


b, = (— cos0，sin0) ， 


i 


图 4.13 用 有 理 Bezier HRT 
H+ >o, 它 的 几何 意义 是 控制 多 边 形 的 第 一 条 边 与 第 三 条 边 
的 长 度 . 
下 面 即 将 看 到 ，4 与 " 的 数值 完全 由 6 经 过 简单 的 公式 决 
Æ. 
R(t) = at), yt)) HFS 
EG): = rolt), na): = y(t)w(), 
其 中 
w(t) = Bi) + wBi(t) + wBQ) + B30). (16) 
我 们 指出 w(t) 实际 上 是 一 个 二 次 多 项 式 ， 这 是 因为 of 可 以 
改写 为 


3 
w(t) = X BE) + (w — 1) (Bie) + Bi)) 
i=0 


=1+ 3(@— 1)t(1 — £). 
根据 同样 的 理由 ， 
n(t) = sin@Bi(t) + w(sing + Acos@) (Bi (t) 十 五 2Ct)) 
+ sinéBi (t) 
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也 是 一 个 二 次 多 项 式 . 
ATUR O 表示 单位 圆 的 一 部 份 , 必须 而 且 只 须 2?) 十 
y(t) 一 1， 即 
F(t) + nt) = w(t). (17) 
前 已 指出 DG 与 w(t) 都 是 二 次 多 项 式 ， 由 《17) 知 
E(t) = cos@Bi(t) + w(cos@ 一 Asin#) B? (t) 
+ w(— cosl + Asin?) B}(t) 一 cos6Bi(t) 
必须 也 是 一 个 二 次 多 项 式 ， 这 必须 而 且 只 须 
cos? 一 3w(cos@ 一 4sin0) 十 3w(— cos@ + Asiné) + cos? = 0, 
即 
3w(cos@ 一 ising) = cos8. (18) 
现在 ， 为 了 确认 (17) 是 一 个 恒等式 ， 只 需 确认 它 的 双方 在 :一 0 
与 上 一 1 的 数值 相等 , 双方 的 一 阶 导数 值 在 t=0 与 :=1 时 相等 ， 
以 及 双方 的 二 阶 导 数 在 =0 时 的 值 相等 ， 
i) 利用 多 项 式 的 Bernstein 形式 的 端点 性 质 知 
&(0) 一 cos0， n(0) = sinf, w(0) 一 1，- 
EG) = 一 cosg， nA) = sing， wl)=1,) (19) 
由 此 立即 可 见 
EO) + 17(0) = a (0), 
ED +P = w(1). 
D 在 〈17) 双方 对 上 求 导 ， 得 出 
EDE A + (edn! OD = wee’ e). (20) 
由 于 


n (0) = 3C (w — 1)sin@ 十 Mucos07， 
w (0) = 3(w — 1) 
以 及 (19), 可 知 当 1=0 时 (20) 的 左 、 有 两 方 相等 . 同 理 可 证 ， 
* 66° 


8 (0) = 3( (w — 1)cos@ — Awsing), 
| (21) 


x=] 时 (20) 的 左 、 右 两 方 也 相等 . 
iii) 进一步 在 (20) 的 双方 对 上 求 导 ， 得 到 
€' ct) to?) + FE") +O 


= W’ (t) + w(t)w"t). (29 
直接 计算 可 知 
(0) = 6((1 — 3w)cosh 十 3Awsin#) , 
n”) = 6( 一 Awcos6 + O 一 oxi | (23) 
w"(0) = 6(1 — w). 


将 (19) 中 的 第 一 排 公 式 和 《21)、(23) 代入 (22) KR, 经 过 直 截 了 
当 的 计算 ， 便 得 出 
342ow + 4cos@CAsing 一 cos?) = 0. (24) 
综合 起 来 说 , 只 要 (18) 与 (24) 同时 成 立 , 那么 有 理 Bezier HA 
就 精确 地 表示 了 所 讨论 的 圆 弧 . 
联合 (18) 与 (24》, 得 出 9jzw 二 4cos'9. 开 方 得 出 (因为 cos0 
之 0) 


3Aw = 2cosé. (25) 
将 (25) 代 回 到 (24)， 得 
_ 2cos0 
A= 1+ 2sing’ (26) 
从 (25) 中 消去 4, 便 有 
w= Ligne (27) 


公式 (26) 与 (27) 正 是 我 们 所 需要 的 . 
例如 , 为 了 精确 地 表示 一 个 半圆 周 , 取 0=0, 这 时 4=2, w 
=>. 控制 多 边 形 的 顶点 是 
(1,0),(1,2),(— 1,2),(— 1,0), 
见 图 4. 14. 
为 了 使 权 系数 w 不 出 现 负 值 , VAA 1-+2sind>0, BNO AY 
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= zx 
—16,1 0 bol 1 


图 4.14 三 次 有 理 Bezier 曲线 表示 半圆 局 
范围 应 当 限 制 在 (-r/6, 2/2), 这 就 是 说 所 表示 的 贺 弧 不 可 超过 
整个 圆周 的 2/3. 


在 第 一 节 中 ， 我 们 讨论 了 用 3 次 Bezier 曲线 来 通 近 一 段 圆 
弦 ， 在 那里 ， 我 们 已 经 看 到 平面 三 次 Bézier 曲线 段 上 可 能 出 现 
拐点 、 尖 点 与 二 重点 ， 指 定 端点 的 位 置 、 指 定 在 这 两 点 上 的 切 
线 方向 ,但 让 在 这 两 点 上 切 向 量 的 长 度 4 与 自由 变化 ， 将 产 
生 形 形 色色 的 平面 三 次 Bézier 有 曲线， 曲线 上 何 时 出 现 拐 点 、 何 
时 出 现 尖 点 或 二 重点 ? ER L [Wangi] JAAR 
元 ( 见 [Su & Liu'89J) 作出 了 彻底 的 分 析 , 他 们 在 (4，p) 平 
面 上 找 出 了 许多 区 域 ， 指 明了 在 怎样 的 区 域 中 对 应 着 正常 曲线 
《 即 既 无 摘 点 又 无 奇 点 )、 怎 样 的 区 域 对 应 着 拐点 或 奇 点 ， 这 些 
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工作 称 为 “平面 三 次 参数 曲线 的 形状 分 类 ”, 是 中 国 数学 家 对 于 
CAGD 的 重要 贡献 之 一 ， 关 于 这 些 结果 ， 可 参看 苏 步 青 、 刘 曙 
元 教授 合 著 的 《计算 几何 》 (上海 科 学 技术 出 版 社 ，1981 4). 

Bezier 多 项 式 参数 曲线 不 能 精确 地 表示 圆周 ， 为 克服 这 一 
缺陷， 我 们 引入 了 有 理 Bézier 曲线 ， 它 是 多 项 式 Bézier 曲线 的 
推广 ， 有理 三 次 Bézier 曲线 的 一 大 优点 是 : 它 把 三 次 多 项 式 参 
数 曲 线 和 圆锥 曲线 这 二 者 都 作为 特例 包括 进来 . 当 所 有 的 权 系 
数 相等 时 ， 我 们 重新 获得 参数 Bézier HA; 当 控 制 点 适合 bo — 
3b, +3b:—b:=0 时 ， 它 变 成 有 理 二 次 曲线 ， 即 圆锥 曲线 . 这 一 
点 有 很 大 的 实用 价值 在 计算 机 辅助 几何 设计 诞生 前 很 入， 工 
程 师 们 非常 喜欢 使 用 圆锥 曲线 来 作 外 形 设 计时 至 今日 ， 当 
CAGD 变 得 充分 成 熟 的 时 候 ， 全 们 也 不 愿意 放弃 他 们 使 用 得 得 
心 应 手 的 数学 工具 . 因此 , 在 一 个 应 用 的 几何 造型 程序 系统 中 ， 
如 果 包 容 着 有 理 Bézier 曲线 ， 那 么 一 方面 拥有 参数 曲线 的 现代 
工作 ， 同 时 也 充分 照顾 到 了 工程 技术 人 员 的 习惯 . 

在 $3 中 ,我 们 用 三 次 有 理 Bézier 曲线 来 表达 圆周 , 其 中 也 
建议 了 怎样 利用 有 理 三 次 Bézier 曲线 来 作曲 线 设计 . 

本 书 对 曲线 的 讨论 到 此 止步 ， 我 们 将 在 下 一 章 转 入 对 曲面 
的 研究 . 
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第 五 章 Bezier 三 角 曲 面 片 


从 本 章 开始 ， 我 们 研究 曲面 . 

在 CAGD 中 , 曲面 有 根本 的 重要 性 , 这 从 CAGD 的 定义 中 
就 可 以 看 得 出 来 《 见 第 一 章 ). 

从 数学 上 来 看 ， 从 曲线 转 到 曲面 ， 从 一 维 转向 二 维 ， 理 论 
上 要 复杂 许多 ， 更 加 具有 挑战 性 ， 有 些 对 曲线 成 立 的 结论 ， 对 
曲面 也 能 适用 ;对 后 者 的 证 明 也 许 是 对 前 者 的 证 明 的 平凡 的 推 
广 . 也 有 些 对 曲线 适用 的 结论 ， 对 曲面 不 再 成 立 ， 探 讨 如何 将 
这 些 结论 加 以 改造 使 之 对 曲面 也 能 成 立 ， 往 往 是 困难 但 却 有 趣 
的 事 ， 这 就 不 是 平凡 的 推广 ， 而 是 需要 更 多 的 创造 和 智慧 ， 唯 
其 如 此 ， 数 学 才 有 进步 和 发 展 . 

把 Bézier 曲线 推广 成 曲面 ， 有 两 种 途径 ， 第 一 是 把 曲面 的 
定义 域 选 成 正方 形 、 立 方 体 ……， 第 二 种 是 把 曲面 局 限 在 三 角 
形 、 四 面体 …… 之 上 ， 我 们 也 会 涉及 第 一 种 推广 ， 但 是 重点 是 
讨论 三 角形 上 的 曲面 片 ， 其 所 以 作出 这 种 选择 ， 主 要 是 三 角 井 
面 片 的 数学 非常 之 美 ， 同 时 它 的 应 用 价值 也 不 在 和 矩形 域 上 的 曲 
面 片 之 下 . 
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本 章 介绍 三 角 域 上 Bézier 曲面 的 基本 人 性质， 它们 都 是 第 二 
章 、 第 三 章 的 某 些 内 容 的 直接 推广 . 


$1 面积 座 标 


座 标 系 在 数学 中 的 地 位 好 比 是 “战场 ” 在 战斗 中 选择 一 个 
对 我 方 有 利 的 战场 是 非常 重要 的 . 对 于 研究 三 角 曲 面 来 说 ， 通 
常 大 家 比较 熟悉 的 平面 直角 座 标 系 就 不 很 合适 .最 方便 的 乃 是 
面积 座 标 系 . 

平面 上 任意 给 定 一 个 三 角形 ， 按 照 反 时 针 绕 行 的 方向 它 的 
三 个 顶点 以 T,, Ta, Ts 来 记 , 这 个 三 角形 的 内 部 连同 边界 用 德 
文字 母 来 记 . 任 取 一 点 PET ,把 P 与 TT， To T: 用 直线 
相连 (图 5. 1)， 


图 5.1 ERER 
定义 
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_ _ [PTT] 
“r= TTA 
_ _ [TPT] 
;TTT 
, _ [DTP] 

“o TAI 
式 中 [PT.T; ] 的 意义 是 三 角形 PT,T; 有 有 向 面积 ， 说 仔细 一 
ERE P, Ta, Ta 是 反 时 针 方 向 绕 行 时 ，LP72:7:] 表示 的 是 
以 这 三 点 为 顶点 的 三 角形 的 面积 ; 4 P, Ta Ts 是 顺 时 针 方 向 
BITIT, [PTT] 就 是 这 个 三 角形 的 面积 并 冠 以 负 号 ， 如 此 等 
等 . 
称 Cuti s Uz» uz) 为 点 P 的 面积 座 标 ， 写成 P = (tt), Ure U3), 
也 就 是 说 ， 对 点 和 该 点 的 面积 座 标 不 加 以 区 别 ， 从 定义 立 知 
u 2 Osu 2 Orus 2 04) (2) 
u, Ftu, Hu =l, ] 
最 后 一 个 等 式 的 几何 意义 是 ; 由 点 了 分 成 的 三 个 小 三 角形 的 面 
积 之 和 正好 是 三 角形 的 面积 . 由 此 式 可 知 , 三 个 面积 座 标 不 
是 独立 的 . 独立 的 只 有 两 个 , IET Cas us u) 中 的 任何 两 
个 就 可 以 算出 另外 一 个 ， | 
由 定义 立刻 看 出 ， 当 点 P 在 线段 T,T， 上 ， A u,=0, 当 P 
ETT, E u=0, 4 PETT, 上 xs 一 0， 特 别 地 
T, = (1,0,0),T; = (0,1,0),T; = (0,0,1). 
Hk, 只 要 给 定 2 一 一 座 标 三 角形 一 一 之 后 , 对 于 平面 上 
的 任何 一 点 都 可 以 按照 (1) 来 定义 其 面积 座 标 , 并 不 非 要 把 
P 限制 在 上 . 当 P 在 久之 外 时 , (2) 中 前 三 个 不 等 式 不 会 
同时 成 立 , 但 是 (2) 中 最 后 一 个 等 式 仍然 是 真确 的 . 如 图 5. 2， 
设 TT,PT, 是 一 个 平行 四 边 形 , 那么 已 有 面积 座 标书 = (一 1， 
1, 1). 
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(1) 


u 


5.2 点 了 可 以 在 座 标 三 角形 之 外 
点 卫 的 三 个 面积 座 标的 符号 ， 按 P 所 在 的 区 域 , 分 为 图 
5. 3 所 示 的 7 种 情况 ， 


图 5.3 座 标 的 符号 分 布 
人 们 通常 习惯 于 使 用 直角 座 标 ， 因 此 需要 建立 角 直 座 标 与 
面积 座 标 之 间 的 联系 ， 设 想 在 平面 上 还 有 一 个 直角 座 标 系 ， 在 
这 个 座 标 系 中 工 ;== Cy, y), i=1, 2,3, 点 P= (z, y). 由 
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解析 几何 中 证 明 的 面积 公式 ， 可 知 


(3) 


REE BP 的 直角 座 标 (zx, ») 的 情况 下 计算 P 的 面积 座 
标 Cars ws u) 的 公式 ， 反 过 来 , CH P= Cay, urs u), 则 
计算 P 的 直角 座 标 的 公式 是 


r= Duan, 


y= Duar 
为 了 证 明 (4)， 我 们 把 坐标 三 角形 T7 放 在 三 维 空间 中 来 讨论 ， 
设 与 zy 一 平面 垂直 的 单位 向 量 是 志 由 于 书 在 .2 HAR, A 
此 户 可 以 表 为 顶点 TI，T,, 7 的 是 线性 组 合 ， 即 


(4) 


P= QUAT,. (5) 
其 中 非 负 实 数 A, A, AA Atata 将 (5) 写成 向 量 
形式 就 是 


DUAPT.=0. (6) 
将 PT, 5 (6) 双方 作 矢量 积 ， 便 有 
A,PT,X PT, +A,PT; X PT, =0. (7) 


由 于 
PT,XPT,=—2 [TTP] k, 
PT,XPT,=—2 [TPT] k, 
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由 (7) 得 出 
— Àu; + Au: = 0, ` 
BP xs : wg A, tA. 由 对 称 性 得 知 
yt Mp è ua =À E À è As. 


再 由 Exs Su,=1 A ASU, i=l, 2, 3. Ki (5) 变 为 
3 
(zx,y) = Du xiv yi) 
r=! 


这 样 就 证 明了 (4). 

第 二 种 座 标 变 换 乃 是 由 座 标 三 角形 的 改变 而 引起 的 .设想 
除了 三 角形 TTT, 之 外 ， 还 有 另 一 个 三 角形 QQQ, WEN 
都 当 作 座 标 三 角形 ， 因 此 平面 上 任 一 点 就 会 有 两 套 面 积 座 
W, DANCA Gas uzn w) Mais vs v). HEE: 这 两 套 面 
积 座 标 有 什么 关系 ? 

设 Q; 关于 旧 座 标 三 角形 T 的 面积 座 标 是 


Q; = Cui teh 24), i 一 1,253 
于 是 
3 3 3 
P= X vQ, = So aT, 
了 ; r=] 7 一 ] 
一 之 | 2 0) Ts» 
我 们 有 
3 
u; = > uiv, 了 一 1,2,3. (8) 
i=] 
公式 C8) 可 以 表 为 矩阵 形式 
uy i u? uil [v 
us| = iu} Wu ud} |v,|. (9) 
Us lu! us u3l lv; 
这 个 公式 以 后 常会 用 到 ， 
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§2 8B- 网 


平行 于 第 二 章 中 单 变量 的 多 项 式 的 Bernstein 表示 ,现在 讨 
论 两 个 独立 变量 的 多 项 式 的 Bernstein 表示 . 在 第 二 章 , 二 项 式 
定理 起 着 根本 的 作用 ， 这 儿 和 需要 的 是 “三 项 式 定理 ” Ha, b, 
CREME ne, RITE 


n anl ip 
(a 十 5 十 c) =- rT (10) 


这 就 是 三 项 式 定 理 ， 要 证 明 C10), 可 以 采用 数学 归纳 法 . 
aO 的 右边 的 求 和 的 意义 是 ， 对 一 切 适 合 i 十 j 十 k 二 nn HAE 
整数 i, jok REM, Alt, (10) 的 右 方 共有 (十 1)(z + 2)/2 
个 加 项 . 
设 Cuis los uz) 是 点 了 关于 某 座 标 三 角形 2 T 的 面积 座 标 ， 
定义 
n e. — ! i jk 
Bija (P) : Spry Tia 
itj+tk=n, WENA Bernstein HM, MEA KEAR 
数 不 超 过 HY. Cis vor ws) 的 多 项 式 都 可 唯一 地 表示 成 它们 
的 线性 组 合 ， 这 一 基 画 数 有 如 下 的 性 质 : 
D Buja (P) SOMF PET Ritjtk=n 成立 ， 
2) Es ja (P) =1. 
第 一 一 式 是 明显 的 ， H utu tus 及 (10 便 可 推出 第 二 式 . 
任意 给 定 一 组 数 5,,;，i 十 j 十 k= 二 n， 称 
B" (P) = 2) 6ij4 Bij CP) (11) 


为 座 标 三 角形 T EW nW Bézier HME, 也 可 以 称 为 Btzier 
。76 。 


三 角 曲 面 ， 有 时 也 将 B" (P) BRB Cay, urs ws). {bija} H 
做 该 曲面 的 Bernstein 系数 . 

第 二 章 中 的 控制 多 边 形 在 这 里 的 对 应 物 是 控制 网 ， 常 用 的 
简称 是 B- 网 .下面 来 阐明 什么 是 B- 网 . 

RT 是 一 个 三 角形 , n€ HY， 用 平行 于 这 三 角形 的 一 边 的 
直线 将 T 的 其 余 两 边 分 为 n 等 份 . 三 组 这 样 的 平行 直线 将 T 
Bon’ 个 全 等 的 小 三 角形 , ERT H n RAD, IHS, 
CF). 这 些小 三 角形 称 为 S.C ) 的 子 三 角形 , 任何 子 三 角形 的 
顶点 叫做 前 分 $, (到 ) 的 结 点 ， 结 点 的 数目 为 (x 十 1) Cn 十 
2)/2. 图 5.4 表示 的 是 四 次 前 分 94(2). 


图 5.4 WHS, (2 ) 
很 明显 ， 结 点 可 以 通过 面积 座 标 表示 为 
i, 4, 加 , i+j+k=n, 

记 为 点 Pija 

我 们 把 Bernstein 系数 和 .与 点 已 ,结合 起 来 ， 得 到 三 维 
空间 中 的 一 点 

P, ja = (Pet itjgtk=n, 
称 它 为 三 角 曲 面 (11) 的 控制 点 ， 我 们 称 在 S.CT BAF 
三 角形 上 为 线性 并 且 在 结 点 P;,j,s 上 取 值 为 如 ;的 分 片 线性 的 
。77 。 


连续 函数 为 三 角 曲 面 (11) 的 控制 网 或 8- 网 ， 图 5.5 画 出 了 一 
个 B- 网 与 其 所 确定 的 三 角 曲 面 及 它们 的 定义 域 , 从 图 来 看 , 三 
角 曲 面 继 承 了 它 的 B- 网 的 神态 ,下面 我 们 来 比较 精确 地 解释 这 
一 句 话 . 


5.5 B- 网 与 它 所 对 应 的 三 角 曲 面 


为 了 数学 推导 的 简洁 , 我 们 引入 三 个 移 位 算 子 E1, Ez, Ess 
它们 的 定义 是 
| OF jar 5 bitij 
Eob; ed jio 
Ebi, ja 5 bi 54419 
其 中 i 十 j++k 二 n 一 1. 注意 : 这 三 个 算 子 是 可 以 交换 的 . 利用 三 
项 式 展开 ， 很 容易 证 明 三 角 曲 面 (11) 可 以 简洁 地 表 为 
BCP) = (aE, 十 uE; 十 uzE3)"bo,0,9 » (12) 
由 此 立 知 
B'(T,) = Etb o. = broos 
B'(T,) 一 Do 
B"(T,) = boons (13) 
RRA. 在 定义 域 FT 的 三 个 顶点 上 ， 三 角 曲 面 与 其 B- 网 的 对 
应 点 相同 ， 这 个 性 质 称 为 播 值 性 ， 这 三 个 重合 的 点 称 为 三 角 曲 
面 及 其 B- 网 的 角 点 . 
MRR u.=0 RA us=1—u,, 由 2) 得 


B"(0,u,,1 一 Uz) = >) Poin iB (u), 


0<w<1. 这 表明 : 三 角 曲 面 的 三 条 边界 是 以 曲面 的 有 -网 的 边 
界 为 控制 多 边 形 的 Bézier 曲线 .再 利用 Bézier 曲线 的 端点 切线 
的 性 质 立即 推 知 ，B- 网 上 包含 其 角 点 的 那个 小 三 角形 张 成 了 三 
角 曲 面 在 同一 角 点 上 的 切 平面 ， 见 图 5. 6. 

同样 明显 的 是 ;Btzier 三 角 曲 面 也 具有 凸 包 性 质 , 即 曲面 完 
全 被 包含 在 控制 点 所 构成 的 凸 包 之 中 ， 作 为 特例 ,由 8- 网 的 正 
性 可 以 断言 由 它 所 决定 的 三 角 曲 面 也 是 正 的 . 

最 后 ， 来 看 两 个 特例 

fll “n=1h, 只 有 三 个 Bernstein 系数 ， 这 时 三 角 曲 面 
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的 方程 是 
B! (P) = wbioo 十 apolo 十 43.019 
它 是 由 三 个 角 点 决定 的 平面 ， 这 时 曲面 与 其 B- 网 是 重合 的 . 
例 2 当 "” 一 2 时， 有 6 个 控制 点 .这 时 所 对 应 的 Bezier 三 


和 角 曲 面 片 可 以 表示 为 怎 阵 形 式 
bo bno Dror | fu 
BP) = Cuyugtt;) [bno Gozo bon] | ee |， (14) 
(bio: bo boo) lus 


当 a= 一 3 时 ， 有 10 个 控制 点 ， 在 图 5.6 中 画 出 了 控制 网 以 
及 它 所 产生 的 三 次 曲面 . 


图 5.6 三 次 的 三 角 曲 面 


$3 de Casteljau 算法 


任意 地 给 定 P= (a, Us», U3) CF, 有 一 套 十 分 简单 的 几 


何 作 图 程式 来 计算 三 角 曲 面 上 的 对 应 点 ， 
设想 曲面 的 控制 点 已, Gtjtk=n) 已 经 给 定 ， 令 
PP: = P, ja G+jit+tk=n), (15) 
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再 定义 
Pea = Pa H aP + Piha (16) 

XH I=1, 2, =, nn 并 且 i 十 j 十 kh 一 n 一 l. 

由 (15) 与 (16) 所 定义 的 算法 称 为 de Casteljau 算法 ， 简 
称 递 推算 法 ， 我 们 有 如 下 的 

定理 5.1 1"， 由 递 推算 法 最 后 得 到 的 那个 点 PR EES 
角 曲 面 (11) 上 对 应 于 P= (u, uw, u) 的 点 ; 

2°. FA Pio ,P87 Po 所 张 成 的 平面 是 曲面 (11) 在 
点 Po 。 上 的 切 平面 

证 明 公式 16) 可 以 用 移 位 算 子 写成 


Pe, = (uy, E + uE; + uE, Pip, (17) 
反复 地 使 用 公式 O7), 48 
PO, = E, + wE; + u,E3)'P iis (18) 


这 里 itjtkti=n Æ (18) PEl=n, FHRi=j=—k=0, 得 
到 

PER, o= (uy E Hu: E +u: E)" Poos 
与 (12) 相 比 较 ， 并 注意 到 

uE, + uE, + uE) Poo = >) PijaBja(P) 


F+jthen 


D EBP, ABP), 


itj+k=n itjtken 
k "n 
5 — Br (CP) = (zi stas), 
t+ jtk=n n 


便 知 第 一 个 结论 是 正确 的 . 

图 5.7 Æ4 n=3 时 de Casteljau 算法 的 几何 表示 . 正如 在 
Bézier 曲线 的 情形 , 算法 是 通过 一 系列 的 (二 维 ) 线性 插值 而 实 
现 的 . 

至 于 第 二 个 论断 ， 它 可 以 作为 下 一 节 的 “分 割 定 理 ” 的 特 
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图 5.7 递 推算 法 

例 而 导出 ， 这 里 就 不 加 以 证 明了 . 

最 后 ， 举 一 个 数值 例子 ， 以 便 
认识 如 何 用 递 推算 法 从 Bernstein 
系数 来 算出 对 应 的 Bernstein 形式 
的 值 . 

设 某 个 三 次 Bézier 三 角 曲 面 
的 Bernstein 系数 由 下 图 给 出 
它 的 精确 涵义 是 


b30.0=1, 
lo 一 0， bo 一 0， 
B20 1, b= 2) bi0.2=35 
boaa =l, bani =A, Bor2=31 bo0,0.3= 0. 


我 们 要 计算 当 P= (d, po 5) EB (P) 所 对 应 的 数值 ,把 


P 的 面积 座 标 写 为 A, 

注意 , 这 个 等 边 三 角形 要 画 得 同 前 面 的 剂 分 5,() 中 的 子 三 角 

形 有 相同 的 大 小 ， 递 推算 法 可 以 按 下 列 步 台 实 现 ， 把 最 后 那个 

三 角形 平行 地 移动 ,让 它 与 ;CF ) 中 那 6 个 可 与 它 重 合 的 子 三 
862.* 


AEA, 每 重 登 一 次 , 则 计算 重合 的 顶点 上 的 两 数 的 乘积 , R 
后 把 它们 相 加 而 得 到 一 个 数值 , 这 样 来 构成 23;, 这 里 i 十 j 十 & 
二 2， 用 同样 的 方法 继续 进行 下 去 ……， 整 个 过 程 可 以 表示 如 
下 : 


二 | 一 


5 
^ li9 
2 m- 一 全 
3% 2 
16 


3 2 


$4 ”分割 定理 


分 割 定理 在 理论 与 实践 上 都 有 着 重要 的 意义 ， 它 是 递 推算 
法 的 推广 ， 本 节 的 符号 与 前 节 保持 一 致 


定理 5.2 点 P= (m, u, us) 把 座 标 三 角形 宁 分 成 三 个 
小 三 角形 PTsT,, TPT,, T,7,P. F Eby Bézier = fy eH 
《11) 在 每 一 个 小 三 角形 上 的 那 一 部 份 也 是 Bézier 三 角 曲 面 片 ， 
它们 的 控制 点 正好 是 de Casteljau 算法 的 副产品 ， 即 分 别 是 

{Poids {Pads (PM), (19) 
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MBit jtk=n. 
证 明 ”只 须 讨论 小 三 角形 PT;T;， 取 这 三 角形 为 座 标 三 角 
形 ， 其 面积 座 标 用 (i, v, v) 来 表示 .以 (Pie Et ith 
=n) 为 控制 点 的 三 角 曲 面 的 方程 是 
5 B; j alU 9 V2 03) PY. (20) 


i+jtk=n 
由 前 节 的 公式 《18) 可 知 
PY, = (mE, + uE, + uE) Po, js 
= (uE, + uE: + uE) ELEYP, 9,0. 
RA (0), FB 
D Beja vv ) (eB, + uE, 十 zs 区 DEEP 


根据 三 项 式 展开 ， 上 式 可 以 写 为 

[o aE, 十 uE, 十 uE) 十 vE, + vE |"Po.0,0 

= [uv E, + (uo, + v)E, + lusu, + 03) ETP, oo. 
现在 回 到 本 章 §1 的 面积 座 标的 转换 公式 〈9)， 在 座 标 三 角形 
PT.T; 内 有 面积 座 标 (v1 vs v) 的 点 在 .F 上 的 面积 座 标 乃 
是 . 


w 0 Oj} fy, Uv 
u, 1 0ļ|jv |= |mvtov l, 
u, 0 1) lw, 430, +03 


可 见 (20) 表示 的 曲面 正好 是 原先 的 三 角 曲 面 的 一 部 份 . 证 完 . 
分 割 定理 可 以 用 图 5. 8 形象 地 表达 出 来 . 
现在 ,我 们 可 以 证 明定 理 5.1 中 的 第 二 个 结论 了 . 由 Bézier 
三 角 曲 面 在 角 点 上 的 切 平面 的 性 质 可 知 ， 下 列 三 组 点 
Poo Pono PE. 3 
Piho Pioo Poo 5 
Po Pho PE 
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图 5.8 分 判定 理 
分 别 张 成 三 块 小 曲面 在 点 Pi3.。 处 的 切 平面 ， 但 由 于 它们 在 点 
P53 处 拼 成 原先 的 Bezier 三 角 曲 面 , 因此 PE, PEro Poor 
张 成 曲面 片 OD 在 点 P83,o 处 的 切 平面 . 


在 定理 5. 2 叙述 的 分 割 中 ， 新 的 座 标 三 角形 必须 有 两 个 项 
点 与 三 角形 的 两 个 顶点 相合 . 其 实 , 我 们 还 有 最 一 般 的 分 割 
定理 , 那 就 是 说 新 的 座 标 三 角形 可 以 与 毫 无 关系 , 放 在 平面 
上 哪里 都 行 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参看 (Chang &. Davis’84]. 

在 本 书 第 三 章 讨论 Bézier 曲线 的 时 候 , 已 经 详尽 地 解释 了 
分 割 定 理 的 意义 和 作用 ， 只 须 对 个 别 词句 作 明显 的 改动 ， 那 些 
说 明 对 曲面 的 分 割 同样 适用 ， 这 里 就 不 重复 了 . 


$55 升 阶 公式 


任何 一 张 n 次 Bézier 三 角 曲 面 ,总 可 以 形式 地 表 为 z 十 1 次 
的 三 角 曲 面 . 在 曲面 C11) P. Bernstein 系数 是 {bja}, i 十 j 
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BC AR RR LOREEN RR) CS ch eo Minot Do mate teen a 


+kan. 我 们 把 AD 改写 为 
BP) = Y, bij BhjaCP) (ua, + u +s), (21) 


irjth=n 
由 于 
z 十 1 
Bia (P) = SES BaP), 
uB! (P) = LEIBH h aP), 


uB (P) == tt Le; +1 (P), 
由 此 可 知 (21) 可 以 写 为 


BP) = $) biaBrid(P), (22) 
i+jth=atl 
其 中 新 的 Bernstein 系数 为 
biam Cibi-1,j e F Jbi j-1, FAB; j k-1) 9 (23) 


itjtk=n+1 3S. 4 (23) 的 右 方 的 某 一 项 出 现 负 的 下 标 
时 ， 这 一 项 应 当 理解 为 零 . 

新 的 Bernstein A MWS T WS Sa C7) 上 的 一 张 B- 网 ， 
称 为 升 阶 B- 网 , 它 与 原来 的 B- 网 定义 着 同一 张 三 角 曲面 . 一 般 
来 说 , 升 阶 B- 网 更 加 贴近 三 角 曲 面 ; 升 阶 之 后 , 控制 点 增多 了 ， 
增加 了 修改 曲面 的 灵活 性 ， 

升 阶 过 程 可 以 一 次 又 一 次 地 进行 下 去 ， 由 此 得 到 一 个 升 阶 
B- 网 叙 列 ， 以 下 证 明 ， 当 升 阶 次 数 趋 向 于 无 限 大 时 ， 这 个 叙 列 
收敛 到 它们 所 对 应 的 Bézier = fa H H F. 

讨论 = 次 Bezier 三 角 曲 面 (11), 首先 要 定 出 进行 过 mm KA 
阶 之 后 ， 其 Bernstein 系数 8 怎样 地 依赖 于 最 初 的 Bernstein 
RR. 

利用 uitu: tu;=l 把 (11) 改写 为 

b; ja Bl ja (ey 十 za + u)” = maT 
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5 5 waf APAE” 


i+j+k=n At+ptu=m J k 


2 r: =i +À, s : =jty, t: =k+v 故 r+stt=m+ 
n， 从 而 最 后 一 式 可 以 写成 
ir Mp 
jli \k 


B”+” 
trait akte 


min} 
Cora ae P; 


Srtsti=mtn itjtkon 


BrP), 


可 见 
mm min! 有 
br Gri Dl HAE (24) 
由 于 
min! rijs t 
m+n ll lk 
on m! risit! 
lk! mtn CDE DIG— k)! 
并 注意 到 
l 一 ml 1 
eS EOE EDEN S 
(r— iy <z (一 1 十 1)… ry 
r— i)! 
j s! 
(s — j) Soop S 
— k t! k 
(t D < Gp SN" 
ay 
ESI s—j\'t—k 
m+n) \lmt+n} |m+n 
m! rist£} 
mt DI p/jle—b! 
r\'f s\*fay? 
< = >] (=). (25) 
设 当 moo 时 同时 有 
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S t 


. r 
lim = (4), 542,43) E F 
moi m Hna’ m +n’ m+n pees , 
当然 也 有 
r r m+n 
lim — = lim tis 
moo M mero m+n m 
s 。 
lim — = uz, lim — = uz, 
m>œ M Mm- 00 


由 (25) 知 

lim m! risit! 

mo (m +n)! (r — i)! (s — j)! a — k)! 
再 看 (24) 便 知 


. ni 2G 
(m) Å. k 
limb’, = > bi juk TET TITA =B" (ui, uz, u3) 
mo0 i+jpeen LIIR] 


这 样 ， 我 们 就 证 明了 


a 
= uuu; 


EHS. 3 ( [Farin’79]) 当 升 阶 的 过 程 无 限制 地 进行 下 去 
时 ， 升 阶 BRA FT 上 收敛 到 它们 所 定义 的 Bézier = f i 
面 片 (图 5. 9). 


图 5.9 4 次 三 角 曲 面 及 其 B- 网 
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FZ 10 阶 的 B- 网 


升 至 20 阶 的 8 网 


BBS. 11 
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We mete ee ee 


pees 
Ge 5 


留 S.12 FE 30 阶 的 B- 网 


§6 结束 语 


我 们 开始 了 曲面 的 讨论 ， 首 先 选择 了 Bezier 三 角 曲 面 ， 为 
此 , 引入 了 “面积 座 标 ”, 使 得 许多 表达 式 的 计算 有 代数 上 的 对 
称 性 ， 从 分 割 定理 、 升 阶 公式 以 及 升 阶 B- 网 序列 的 收敛 性 的 证 
明 中 ， 读 者 也 许 感到 了 它们 的 对 称 美 . 

本 章 的 结果 是 第 二 章 、 第 三 章 某 些 内 容 的 直接 推广 ， 在 这 
里 ， 我 们 没有 细 说 这 些 结果 在 应 用 上 的 意义 ,因为 第 三 章 中 对 
某 些 结果 在 曲线 设计 方面 的 应 用 所 作 的 评注 ， 只 需 经 过 明显 的 
修改 便 可 以 搬 到 这 里 来 . 
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第 六 章 三角 域 上 的 Bernstein 
多 项 式 


在 第 二 章 里 , 我 们 已 经 指出 , 单 变 量 的 Bernstein 多 项 式 是 
1912 年 由 Bernstein 提出 的 . 数学 家 把 它 推广 到 多 变量 的 情形 ， 
绝 不 述 于 本 世纪 40 ERK, HIERE [Lorentz’53] 中 已 经 
有 了 种 种 推广 ”从 那 以 后 ,数学 家 们 对 它们 的 研究 ， 重 点 放 在 
函数 逼近 理论 方面 ， 而 不 在 实际 应 用 .如 -网 的 概念 的 产生 ， 应 
归功 于 工程 技术 专家 . 根据 文献 报导 ,1959 年 de Casteljau 首先 
考虑 了 多 项 式 三 角 曲 面 片 ; Lagrange 形式 的 多 项 式 三 角 曲 面 片 
在 有 限 元 方法 中 有 着 广泛 的 应 用 ; 1977 年 Sabin 运用 Bernstein 
三 角 曲 面 片 构造 了 关于 正规 三 角 剖 分 下 的 B- 样 条 ，1979 年 ， 
Farin 在 他 的 博士 论文 中 ， 以 及 在 他 随后 几 年 的 工作 中 ， 对 
Bernstein 三 角 多 项 式 在 CAGD 上 的 应 用 作 了 重要 贡献 ， 例 如 
前 一 章 所 说 的 升 阶 及 其 收敛 性 ， 等 等 ， 都 是 具有 基本 重要 性 的 
工作 ， 正 因为 有 了 这 些 葛 基 性 的 工作 ， 才 吸引 了 不 少数 学 家 参 
加 研究 的 行列 ，、 由 于 这 些 数 学 家 的 添 枝 加 叶 ， 才 形成 如 今 的 洋 
洋酒 酒 的 B- 网 方法 .数学 家 Farin 如 今 成 为 CAGD MAUR 
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威 ， 很 大 程度 上 归 因 于 他 的 这 些 工 作 ， 有些 作者 称 Bézier 三 角 
曲面 为 Bernstein-Bézier-Farin HHH, 但 大 多 数学 者 称 之 为 
Bernstein-Bézier Hit, 或 者 B-B 曲面 ,只 是 为 了 简单 起 见 , 本 
书 称 之 为 Bézier 曲面 ， 但 这 决 不 是 抹 笋 Bernstein 的 功绩 . 

Bernstein X} F A OBW WE LA R it A WLA B JLA it it A 
的 贡献 ， 是 永垂不朽 的 ，. 


$1 定义 及 基本 性 质 


设 三 角形 全 上 已 经 建立 了 面积 座 标 系 ,对 任 一 PE ,可 
以 表 为 P= u susu) HP u, 0m  0,u, FOR u +u: + 
u: = 1 RAKS: TR, EM 

B"(f;P); = 2 /5 2,4 

AY f W n X Bernstein 三 角 多 项 式 . 

由 定义 可 知 ， 前 一 章 中 所 讨论 的 Bernstein 形式 正 是 它 的 
B- 网 的 Bernstein 多 项 式 ， 

WR BRM SFR us uz u 中 的 一 个 独立 变量 ,例如 
说 只 依赖 于 wx， 这 时 把 /写成 J a), REX (1)， 有 


B"(f;P) = SSi 


i=0 j=0 


Bija (P) (1) 


n! 
ilgiQm—i— j)! 


X ujaday i 


“5” 


= = 54 HE ubu T 
j=0 
= ME n 。 ui (uz + u)" 
i=0 . 
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-Hse 
这 里 的 最 后 一 式 正 是 单 变 量 函 数 /的 n 次 Bernstein 多 项 式 , 因 
此 ， 利 用 第 二 章 的 结果 ， 得 


Ba;P)=1 
B" lu; P) = Ui, (2) 
Bui ;P) = [1 — iju + Lu, 

n n 


i= 1,2,3. 

也 可 以 把 由 (1) 所 定义 的 B" 当成 一 个 算 子 , 它 把 函数 f 映 
射 为 《1) 式 右 方 的 多 项 式 , ATB 显然 是 线性 的 , 由 (2) 可 
Ali ais uz, us 的 线性 函数 是 B" 的 不 动 点 . 

如 果 /(P) 之 0 对 一 切 PE 成 立 , 由 (1) 显 然 可 见 BCS; 
了) 之 0 对 一 切 PE 成 立 , 这 说 明 B 是 正 线性 算 子 , 间 样 明 显 
的 是 

B"(f3T;) = f(T), i = 1,2,3, 
也 就 是 说 在 三 角形 7 的 三 个 顶点 上 ，B"(f;P) 插 值 于 S. 

三 角 域 上 的 Bernstein 多 项 式 之 所 以 在 函数 逼近 论 中 有 着 
重要 的 地 位 ， 原 因 之 一 是 我 们 有 下 列 


定理 6.1 如 果 f 是 F 上 的 连续 锁 数 ,那么 
limB"(f;P) = f(P) 
E7 上 一 致 地 成 立 . 


称 这 个 定理 为 Bernstein 通 近 定理 . 
由 于 我 们 的 重点 不 是 讨论 函数 逼近 论 ， 这 里 就 不 给 出 定理 
6. 1 的 证 明 ， 
。93 。 


§2 MAH Bernstein 多 项 式 


函数 f: .一 六 称 为 在 上 是 凸 的 , 是 指 对 一 切 P, RE 
T 及 一 切 cE[0，1] 有 不 等 式 
JAYPAL AAP) + af(Q). (3) 
AJET EMR. WAF Po Paos PET 及 非 负 的 a 
G=1, 25 3) Ba,ta,ta,=1, 有 
A DaPo< Sarr. (4) 
不 等 式 (4) 可 以 利用 (3) 而 证 得 : 


f Wap,) =f (a + a,)( SZE en) + ap.) 
i=l 


wa + oz 
< (a, 十 a) f 


aP, +P, 
a +a, 


JPD 十 了 


十 a,f(P;) 


< (Co 十 | 二 公元 
十 a f (CP,) 


= ye JCP). 

在 第 二 章 中 已 经 看 到 ， 对 于 
单 变量 函数 f, 若 了 在 [0,1] 上 
是 凸 的 ， 则 f 的 Bernstein 多 项 
式 也 是 LO. 1] EMR. H 
人 意料 的 是 ， 这 个 结论 不 能 直接 
地 推广 到 三 角 域 上 的 Bernstein ° (1,0) 
多 项 式 ， 这 由 以 下 的 反例 可 见 . 图 6.1 
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a, 二 a, HPs) | 


H (0.1) 


在 直角 座 标 系 Oxy 中 ,考察 三 角形 区 域 ， 
Fy 120, yoo, rty<l. 
这 是 一 个 等 腰 直 角 三 角形 (图 6. 1). 

在 .上 讨论 函数 f(r, y) =|x 一 y1, BEF 上 显然 是 
mn, 令 Ti= Cs 0), T:= (0, Ds Ti= (0, 0), 这 时 .了 
中 的 点 的 面积 座 标 是 (x, ys 1 一 7+ 一 y). 了 的 二 次 Bernstein 多 
项 式 的 Bernstein 系数 是 


上 
0 2 
1 1 0 
2 
从 而 对 应 的 Bernstein 多 项 式 是 
Bi(f;r,y) = 
1 
1 0 2 
T 
(zy 一 工 一 y)|0 1 外 ; 
1 l > l-x-y 
2 2 


展开 上 式 的 右边 ， 得 
Bi(fyx,y) =x + y— 2ry. 
它 不 是 一 个 凸 函 数 ， 因 为 
B°(f30,0) = 0B Syy] = pelir] _ 3 , 
KA 


到 | 8*(7;0,0) 十 BS 35) | 
=} < Ž = B| f, L, +| , 
与 定义 (3) 中 取 a=1/2 得 到 的 不 等 式 矛 盾 . 
这 就 是 说 ,有 这 样 的 二 元 凸 函 数 , 它 的 Bernstein 三 角 多 项 
RARE AR. 
虽然 如 此 ,上 四 函数 的 Bernstein 多 项 式 仍 具有 某 些 特殊 的 性 
质 ， 例 如 第 二 章 的 其 他 许多 定理 便 可 以 推广 到 三 角 域 的 情形 . 
设 函 数 在. 上 是 凸 的 , SBS Hn K Bernstein 多 项 式 
B"(f; P), kieran 5 BAK (23)) 
BfsP) = eal > [A ad, 


itjth=ntl 


& 
n 


1 fi 


i 
n n 


tiita, 


° BIS CP) (5) 
由 于 了 是 凸 函 数 ， 并 注意 到 


: Pik + J (i Lk 
n n n n 


-| k), (6) 


(7) 


再 由 (5) 得 出 
。06 。 


n +1 
DADS X AEP r r AAP 


上 式 右边 正好 是 了 了 的 n+1 Beitein ZMK. 这 就 是 说 ， 如 
BRET Ebh, BAA 

B'(f;P) > BFP) (8) 
UF nC NV BRPET RL, MBP) ETERA. 
如 果 对 某 一 固定 的 nE.N，(8) 式 中 的 等 号 对 PE 成立， 必 
需 而 且 只 和 需 在 《7)〉 式 中 对 一 切 适合 i 十 j 十 k==n 十 1 的 G, j» 
k) 成 立 着 等 号 . 为 了 给 出 这 一 事实 的 几何 解释 , 需要 再 引入 一 
个 名 词 “向 下 子 三 角形 ” 

在 前 分 SOT) 中 ， 具 有 顶点 

(1.4.4), (£424) (5.2-F] 
(其 中 正 整 数 i, j, 适合 i 十 j 十 k==n 十 1) 的 子 三 角形 叫做 向 下 
子 三 角形 ， 见 图 6. 2 中 的 涂 成 了 黑色 的 三 角形 . 这样 的 三 角形 
的 个 数 为 (rn 一 1)n/2. 由 
AX (6) 可知， 结 点 


i j k 
ati’ ati’ ati} & 
者 落 在 一 个 向 下 子 三 角形 
中 ， 或 者 落 在 T 的 边界 
bk: BET 的 边界 GLA 
aT) 的 这 种 结 点 的 数目 
为 3 (n+1). AD, KR 图 6.2 向 下 子 三 角形 
mS, (7) 中 所 有 的 向 下 子 三 角形 的 集合 . 由 于 在 2 上 的 
凸 性 , 成 立 着 等 号 的 (7) 意味 着 f 在 儿 , 的 每 一 个 子 三 角形 上 
是 线性 的 ， 在 3F 的 每 一 小 段 上 也 是 线性 的 . 
V f G/n, jin, k/n), it+j+k=n, 为 Bernstein 系数 可 以 
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定义 一 个 n 阶 BAM, 称 为 的 n 阶 BR. AS Ric. 我 们 已 
经 证 明了 


定理 6. 2(LChang & Davis’84 DRM SET 上 的 连续 的 
晤 函数 ,用 Z, 表示 前 分 S. (2 ) 中 一 切 向 下 子 三 角形 的 并 集 , 那 
Zz B'(fsP)=B' Cf; Pt PET 成 立 的 必要 充分 条 件 是 
JIP) = FP), 其 中 PED, Ua, 
不 然 的话 B"(f; P>B Ss PHP HT 的 内 点 时 成 立 . 
作为 定理 6. 2 的 直接 推论 ， 我 们 有 


定理 6.3 RSET 上 的 连续 凸 函数 , 则 对 任何 zE. 刀 有 
B'(f;P) > f(P) 
对 一 切 PE.F 成 立 . 
证 明 由 定理 6.2, 对 任何 固定 的 a€. 人 以 及 任何 mE.f 有 
B"(f; 了 ) 之 B"*"(f;P), 令 moo, 依 定理 6. 1 立 得 结论 . 


由 于 在 单 变量 泪 数 的 情形 有 Kosmak 定理 ， 这 就 提示 我 们 
去 思考 : 对 于 多 变数 的 Bernstein 多 项 式 序列 , 其 单调 递 降 的 性 
质 是 否 蕴 涵 着 被 允 近 函数 的 凸 性 ”简单 的 例子 告诉 我 们 ， 一 - 般 
来 说 这 是 不 正确 的 . 

我 们 仍 在 图 6. 1 所 示 的 三 角形 上 讨论 函数 (zx, y): = 一 
ry. YER, xy 的 2 次 Bernstein 多 项 式 是 


ij n! 


„n? iljik! 
(n — 2)! 
zy Dy @—DIG— DIA! 


| n itjtk=n 


xy — x y} 


Ty (lz yy) 
itjtk= 
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在 最 后 一 式 中 用 i，j 分 别 来 替换 ;一 1 ，j 一 1， 尘 到 
(1 = 二 |ay 5 pe — a 7 yy 


itjtk=n-2 


= (1 一 þa 
因此 Bizy) 一 一 |1 一 去 | zy ， 显 然 有 
B"(fsr,y) > Bf 3259) 
ne. Fe, y) 在 三 角形 上 成 立 , 但 是 , f 不 是 凸 函 数 , 这 
是 因为 


1 1)__1l1/11)__1 
foD = 0, [5+ 5} = PAET) L 


而 
10.9 +4] 4.4] ke b= LA). 
有 了 这 个 反例 之 后 , 张 景 中 与 常 庚 哲 力图 探索 Bernstein 多 
项 式 序列 的 递减 性 质 究竟 在 多 大 的 程度 上 刻画 出 函数 /的 几 
何 特征 ， 他 们 的 结论 是 ， 


定理 6.4 设 了 是 定义 在 三 角形 域 T 上 的 连续 函数 并 且 
适合 
B"'(f;P) 之 f(P), PEF, (9) 

对 一 切 #E .成立 ,那么 函数 / 在 的 内 点 上 不 能 取 到 严格 
的 局 部 极 大 值 . 

我 们 说 /CP。) 是 了 的 一 个 严格 的 局 部 极 大 值 ,是 指 /(P,) 
是 一 个 局 部 极 大 值 并 且 在 Po 的 任何 一 个 邻 域内 三 不 等 于 党 
数 ， 也 就 是 说 , 在 P。 的 任何 充分 小 的 邻 域内 , 都 存在 一 个 点 使 
得 了 在 此 点 上 的 值 小 于 了 (Po). 

由 定理 6.4 显然 可 以 方便 地 推出 
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定理 6.5 设 / 是 .上 的 一 个 连续 函数 并 且 适 合 
BSP) SBP), PET, (10) 
对 一 切 naE. 信 成立， 那么 函数 SET 的 内 点 上 不 能 取 到 严格 
的 局 部 极 大 值 . 
证 明 由 于 (10)， 对 任何 固定 的 n€. 信 及 mE€. 介 ， 可 得 
B'f; P) > BH” Yd; P), PE TZ e 
在 上 式 双方 令 m 一 coo， 由 于 收敛 性 定理 6. 1, 立刻 得 出 (9), 援 
用 定理 6. 4 便 得 出 结论 . 


由 于 定理 6. 4 的 证 明 比 较 宛 长 ， 我 们 略 去 不 证 ， 有 兴趣 的 
读者 可 参看 [Chang & Zhang’90]. 

以 上 的 两 个 定理 可 称 为 凸 性 的 道 定理 ， 它 们 可 以 被 推广 到 
高 维 单纯 形 上 的 Bernstein 多 项 式 上 ,详细 的 讨论 见 张 景 中 等 人 
在 《中 国 科 学 》(1989 年 第 6 期 588 一 599) 上 的 文章 . 

[Dahmen & Micchelli?90] 也 做 了 类 似 的 推广 . 他 们 使 用 了 
半 群 理论 和 二 阶 椭圆 型 微分 算 子 的 最 大 值 原理 ,得 出 了 和 较 我 们 
的 结果 为 弱 的 定理 ， 他们 的 基 域 是 更 高 维 的 单纯 形 〈 见 本 书 的 
ACH), 这 里 我 们 还 是 针对 三 角形 域 来 叙述 . 下 面 的 简洁 证 明 
取 自 [Sauer’92]. 


定理 6. 6 设 函 数 { 在 .7 上 连续 并 且 (9) 或 者 (10) 对 一 切 
ze 作成 立 ， 那 么 了 的 最 大 值 只 能 在 TZ 的 边界 上 达到 ， 

证 明 如 果 f 在 F 上 是 常数 ,结论 是 不 证 自明 的 , 故 设 
EST 上 不 是 常数 . BRET 的 内 部 的 一 点 Po EES PVE S 
ET 上 的 最 大 值 . RAE me, 并 且 可 找到 整数 组 Gor jo 
ky) 适合 ig tjotko=m, 使 得 

。J100。 


mm 


注意 到 BCP) > Ott js t+kh= mB 
SP) = > FP) Br ,Po) 


i+j+k=m 


rey > siht), 
m 


r i k 
AE s] Br ja (Po) 
itjtk=m 


= B” (F; Po) . 
与 (10) 了 矛盾， 这样 就 证 完了 定理 6. 6. 


> 


在 结束 本 节 的 时 候 ， 我 们 来 证 明 : 在 定理 2.6 中 可 以 放弃 
了 有 连续 的 二 阶 导数 的 条 件 代 之 以 了 连续 的 条 件 ， 结 论 照 样 正 
确 ， 也 就 是 说 ， 给 Ziegler 的 定理 作出 一 个 另外 的 证 明 . 


定理 6.7 ([Ziegler’67]) RS: [0,1j] 一 绝 为 连续 聘 数 
且 
B" (fxz) > BH f;x),£ € [0,1], G1) 
或 
B'(f;2) > f(x). z € [0,1], (12) 
tne Mir, RASE LO, 1] 上 的 凸 函 数 ， 
证 明 用 反 证 法 ， 假 设 /不 是 [0，1] LH GBM. KA 
二 点 x1，Xs 适合 Srn <r tE 


{=)> Lad + aD). a3) 
作 线 性 函数 
_ 72 工 一 工 
Ma). = zf (a) 十 元 一 zI. (14) 


讨论 函数 
glr): = f(x) = I(x), 
° 101° 


g| 241) >0, (5) 
令 
M: = max g(x) >0, 
rElr or] 
Xy? = inf {x 3 €E Lrisz:] H g(x) = M} 


最 后 一 式 说 的 是 : x 是 在 开 区 间 (zi, r) 中 最 靠 左边 那 一 个 使 
g 取 值 M 的 点 ， 由 g 的 连续 性 ,这 一 点 总 是 存在 的 . 显然 , 在 
r 这 一 点 上 函数 g 取得 严格 的 局 部 极 大 值 , 这 是 因为 在 任何 一 
个 包含 ze 的 开 区 间 中 总 有 使 得 取 值 小 于 M 的 点 . 设 (12) 成 
Ws WRF =*E .人 
B'(g;x) = Bf — 13x) = B'(f;2) — B'U;x) 

= B"(f;7x) — la) È f(x) — Ur) 

=g(z), 
这 便 与 定理 6. 4 相 违 背 ， 于 是 定理 6.7 得 证 . 


在 上 述 证 明 中 , 我 们 利用 了 这 样 的 事实 : 定理 6. 4 与 定义 
域 的 维 数 没有 关系 ， 把 其 中 三 角 域 上 的 连续 函数 改 为 区 间 [0， 
1) 上 的 连续 函数 ， 结 论 仍然 正确 . 


$3 ”迭代 极限 与 磨 光 性 质 


单 变 量 的 Bernstein 算 子 的 迭代 极限 , 即 Kelisky-Rivlin 定 
理 ,在 第 二 章 8$5 中 已 经 作 过 介绍 . 常 庚 暂 与 汉 玉 瑜 将 这 一 定理 
推广 到 多 变量 的 Bernstein 算 子 ,包括 立方 体 上 与 单纯 形 上 这 两 
种 情形 ， 见 [Chang & Feng’86] 
， 102> 


这 里 设 B" 是 三 角 域 上 的 Bernstein 算 子 , 本章 公 式 (1) 写 
出 了 它 的 定义 . CHB, B 是 正 线性 算 子 . 

ALB) RAF B'A m KER, 其 中 mE 人 1, 即将 算 
子 B 连续 地 作用 mK. FRA 


定理 6. 8 设 f: FAR, MA 
lim (B® FP) =a f T) Huf T) tusf T), 
这 里 工 ,, Ta TEZAK T 的 三 个 顶点 , 而 G4, uz u) 是 
点 书 关 于 座 标 三 角形 9 的 面积 座 标 . 
定理 6. 8 揭示 出 算 子 Bi “BIER. 精确 地 说 , 在 算 
子 B" 无 限 次 地 反复 作用 之 下 ,任何 一 张 三 角 曲面 最 终 变 成 了 由 
这 曲面 的 三 个 角 点 决定 的 平面 . 

证 明 由 于 经 过 SARE CE, BRS 变 成 了 一 个 
i> uz, 的 多 项 式 ， 无 妨 设 f 本 身 就 是 一 个 多 项 式 : 
f(P) = > Q; ja Uiui s | 
这 里 we 十 十 & 一 2 为 实数 . 在 上 式 中 9 除了 Qn, 0,041 9 Lon ole » 
Qowo.nu 之 外 ， 其 他 的 项 都 涉及 两 个 或 三 个 面积 座 标 ， 考 察 一 

个 这 样 的 项 ， 例 如 azn- >, AF 
0 S uuu? S uu, 
因此 
0 委 忆 (Cool 3 < Bau.) = | 1 一 3] Uruz 
m KERZ a 
0< (BY (yuu) < [1 一 aie 
& m 一 co， 得 出 


lim (B") "(muius ) = 0. 
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由 此 可 知 
lim (BP F;P) = Qn,0,0 lim (B"')™ (ut) 
十 mso lim (BY (u3) 
+ Qo,0,n lim (B) (uj). 
在 本 章 的 8$1 中 已 指出 , 如 果 算 子 B" 作用 在 只 含 一 个 面积 座 标 
的 函数 上 ， 它 就 可 以 被 看 成 是 单 变量 的 Bernstein 算 子 ， 因 此 ， 
根据 单 变量 的 Kelisky-Rivlin 定理 可 知 


lim (B) (a?) = uj, i = 1,2,3, 
于 是 

lim (BYP CFP) = 90.00 + aon, otz + My 0.ntea. 
再 由 

Qn ,0,0 一 fT), 

Qo0.n,0 = fT,) 9 

Gon = f(T,), 
得 出 . 

3 

lim (BDPS P = YST u, 

证 完 


这 说 明 三 角 域 上 的 Bernstein AFERA RHEE. 


$4 结束 语 


本 章 讨论 定义 在 三 角形 域 上 的 函数 的 Bernstein 多 项 式 , 将 
本 章 的 内 容 与 第 二 章 中 定义 在 区 间 [0, 1] 上 的 Bernstein 多 项 
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式 的 理论 作 一 比较 是 很 有 意义 的 .它们 有 许多 共同 的 性 质 ， 单 
变数 的 Bernstein 多 项 式 的 某 些 定理 ， 比 如 说 收 和 敛 性 定理 、Ke- 
lisky-Rivlin 定理 ， 可 以 直接 地 推广 到 三 角 域 上 的 Bernstein 多 
项 式 上 来 .一 般 来 说 ， 凡 是 能 作 这 样 的 推广 的 ， 作 出 推广 的 证 
明 不 会 有 本 质 的 困难 . 而 另外 一 些 定理 不 可 以 有 直接 的 推广 , 怎 
样 找到 适当 的 推广 并 加 一 证 明 ， 往 往 比 较 困 难 ， 一 元 的 Bern- 
stein 多 项 式 有 保 凸 的 性 质 ， 但 三 角 域 上 的 Bernstein 多 项 式 却 
没有 这 种 性 质 , 就 是 说 , MRS BT 上 的 凸 函数 ,一般 不 能 断 
E S 的 三 角 Bernstein 多 项 式 也 是 凸 的 . 怎样 作出 一 个 恰当 的 
推广 ， 我 们 将 在 第 八 章 中 详细 讨论 . 
下 一 章 中 ,我们 将 回 到 三 角 域 上 Bézier 曲面 的 研究 . 
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第 七 章 Bézier 三 角 曲 面 
的 正 性 


在 本 章 中 ,我 们 又 回 过 来 研究 定义 在 三 角形 7 上 的 Bezier 
曲面 
BP) = >) baBr a(P) a) 


如 果 BP) Z0, PEF, KB(P)ET 上 是 正 的 ; WR B" 
(P)>0, PES, RBE'ME TZ 上 是 严格 正 的 ， 

我 们 的 目的 是 通过 其 Bernstein 系数 5,;., 来 刻 划 曲面 为 正 
的 (或 严格 正 的 ) WRI MORATA, WRH bao, 
itj+k=n, WA BPE ST ERREN, 不过, 这 只 是 一 个 
很 粗糙 的 充分 条 件 ， 远 远 不 是 必要 的 . 

十 分 有 趣 的 是 ， 我 们 将 看 到 ， 二 次 Bézier 曲面 的 正 性 与 
copositive 矩阵 有 着 最 密切 的 联系 . SARBHE, 采用 CAGD 
中 的 方法 ， 为 研究 copositive 矩阵 开辟 了 一 个 新 的 途径 . 
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$1 ZX Bézier 三 角 曲 面 的 正 性 


一 次 Bézier = f H m 
B' (P) = by 0,001 + boit: + bo.0,1%3 5 

很 明白 ，B' CP) 在 .9 上 为 正 〈 严 格 正 ) 当 且 只 当 

by 0.02 >) 048,102 C> 056,012 C> 0. 
对 "之 2, 一 切 Bernstein 系数 非 负 只 是 BCP) 的 正 性 的 一 个 充 
分 条 件 ， 而 远 非 必要 . 

汪 争 研 、 刘 启 铬 当 他 们 还 是 中 国 科 学 技术 大 学 三 年 级 学 生 
的 时 候 ,， 提 出 了 一 个 更 好 一 些 的 、 使 B*(P) 为 正 的 充分 条 件 . 


定理 7. 1 < [Wang & Liu'88]) 如 果 
bn .0,0 + (n 一 1)! 5 bi ja > 0, 


i+jtk=n 
bija? 


— 
tjlk! 
bono 十 (nC 一 1)! > aye 之 0, (1) 


k 
.> 
NB" (P 在 .2 上 是 正 的 ， 

证 明 由 (1) 知 

Do 之 0 ,bo0.,,0 = 0 2o,0.0 = 0. 
利用 几何 平均 一 算 求 平均 不 等 式 ， 我 们 有 
ui u uh = Cut uy ust) 
< iui + ju; 十 kus 
n 


(2) 
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由 (2) 32 
uuh < hag + Lug + Su. (3) 
注意 , (3) 对 于 适合 tj th—n 的 一 切 非 负 整数 ;7 大 均 成 立 ， 
由 此 推出 
B; a P < 


nl [iin , din y Rin 
itj!lk! nit net ns 
= MD yn + jus + kul) . 
ilj!k! 


因此 ， 对 于 适合 2.jx<0 的 pb 有 
SD) bit BhjuCP) Z broot] + bonot 


itjth=n 


十 Do 十 Dy b.j0Blia CP) 


bija? 


i n 
> [bn + (n 一 Dt 之 ， TEIT Thana 


jek = 


uz 


+ Gono 十 (一 Di 2a, ajo 


k n 
+ Choon + 0—1) >, 7 pik} = 0; 
b, jaa Jin: 


定理 7. 1 证 毕 . 


考察 下 列 数值 例子 , 设 二 次 Bézier 三 角 曲 面 的 Bernstein 系 
数 由 下 图 给 出 


. 108°* 


AA7.1 
由 定理 7.1 HEM, MRA, B, C20 ia, b, c<0, 那么 当 它 
们 适合 
A 二 5b 十 c 守 0,B 十 c 十 a 守 0,C 十 a 十 6 守 0 (2) 
时 , 对 应 的 二 次 曲面 在 区 域 .> 上 是 正 的 ,特别 地 , 由 下 列 数据 


图 7.2 
所 确定 的 二 次 曲面 在 .7 上 是 正 的 . 
条 件 (2) 虽然 十 分 便于 检验 , 可 惜 的 是 它 也 只 是 一 个 充分 
RF, 并 不 必要 ,何况 还 只 是 对 4a， b, c 同时 为 负 时 才能 适用 . 
现在 我 们 讨论 最 一 般 的 数据 (图 7. 1) 所 定义 的 二 次 曲面 ， 
求 出 它 在 FT 上 为 正 的 必要 且 充 分 的 条 件 . 
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首先 ,由 于 曲面 三 条 边界 曲线 的 每 一 条 是 二 次 Bernstein 多 
项 式 ， 例 如 说 ， 当 ==0 时 ， 对 应 的 边界 为 

B?(Oyto51 — u) = CO — u) + 2au,(1 — u) + Bul, 
u: € [0,1]. 根据 定理 2.1， 这 条 边界 是 正 的 当 且 只 当 

B20, C20, a+ VBC>0. 
因此 ， 为 了 曲面 的 三 条 边界 都 是 正 的 ， 必 需 而 且 只 需 

4 之 0， 了 之 0，C 之 0. 

a+ VEC S0b + VTA > 0r + VAB >o. fO 
为 了 使 得 整个 曲面 是 正 的 , 看 看 除 (3) 之 外 还 应 当 加 上 什么 条 
件 ? 

设 座 标 三 角形 .2 的 顶点 为 TT，T,，T， 在 边 T;T3 上 任 取 
A O, us u), EP 十 ws 二 1]， 把 这 一 点 与 的 顶点 T， 
用 线段 连 起 来 ， 这 线段 上 的 点 的 面积 座 标 是 
(1—#)(1,0,0)+t(0,u,u3)= 

(1—t,tuz,tus), 0<t1， 


见 图 7. 3. 
T, = (1,0,0) 


T: = (0,150) (0.25443) T; = (0,0,1) 


Æ 7.3 
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把 二 次 曲面 限制 在 这 线段 上 ， 得 到 一 条 曲线 ， 其 方程 是 


Cl —t,tu,tu,)(A c b){l—# 
c B alliw; : 
b a cj\(tu 
展开 上 式 ， 得 
A(1—t)? +2 (buy + cu,)t(1—t) + (Bub + 2auzus Cub). 


(4) 
二 次 曲面 的 正 性 等 价 于 所 有 这 样 的 限制 曲线 的 正 性 ， 即 表达 式 
(4) 对 1 € [0,1] 及 wi 十 us 二 1 HEH 由 于 (4) 可 看 成 是 i 的 
= Bernstein 多 项 式 , 按 定理 2.1, (4) 有 正 性 的 必要 充分 条 件 


是 
4 之 0， 


Bu} 十 2au,u, + Cu? > 0 (5) 


bus + cu, + WV ACBu + Zauzus + Cul) > 0. 
但 是 6) 中 的 第 二 式 又 相当 于 
B>0,C>0,a+ /BC>0, 
而 这 已 被 包括 在 必要 条 件 (3) 之 内 , 因此 只 需 进一步 讨论 (5) 中 
最 后 那个 不 等 式 . 
如 果 b= 0, 20 同时 成 立 ， 则 对 一 切 uz, zs € [0,1] 有 bu; 
十 cuz 之 0， 那 么 (5) 中 的 最 后 一 式 自 动 地 被 满足 . 三 数 a, b,c 
中 至 多 有 一 个 为 负数 的 情形 均 属 于 此 类 . 
如 果 2<0，c<0 同时 成 立 ， 那 么 恒 有 Bus 十 cuzs 二 0， 因 此 
(5) 中 的 第 三 式 相 当 于 
4(Bx + 2auu; + Cui) > (bu; + cu)? 
将 上 式 化 简 ， 得 出 
(AB — Ju; + 2CAa — bc)uzus + (AC — bJ? > 0. (6) 
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一 次 利用 定理 2. 1， 知 (6) 等 价 于 
AB— 2o, 
AC-—8>0, (7) 
Aa — bc + /(AB— AAC — b) 之 0. 

HFb, c<0, RVAB—c>0, VAC—6>0, 利用 (3) 可 知 
AB—c = (VAB +c)( JAB —c) >0, 
AC — b = (VAC + 6)( VAC — b) È 0. 

这 表明 ，(7) 中 第 一 、 第 二 式 已 自动 地 被 满足 ， 余 下 来 呈 须 进 

一 步 地 讨论 (7) 中 的 最 后 一 式 . 

现在 来 讨论 Aa—be HAS. 如 果 Aa—beS0, 那么 (7) 中 第 

三 式 自动 地 被 满足 , 这 时 (7) 式 全 部 被 满足 , 因此 (3) 式 成 立 , 即 

表明 曲面 是 正 的 . 

设 Aa—be<0, GRAY (7) 中 的 最 后 一 式 相 当 于 
(AB — c?) CAC — E) > (Aa — bc)’, 

化 简 上 式 ， 得 到 
ACABC 十 2apc 一 Aæ 一 Bb: — Ce) >o. (8) 

由 56<0 & VAC +650 可 知 必 有 A>>0， 从 而 (8) BH 
ABC + 2abc — Aa’ — Bẹ — Ce > 0. 


利用 三 阶 行列 式 ， 上 式 可 以 写 为 
A c 6 


c B a 
b a C 
到 此 为 止 , 我 们 已 经 讨论 了 所 有 的 情况 . 也 就 是 说 ,任意 给 
定 一 个 二 次 三 角 曲 面 的 6 个 Bernstein 系数 ,通过 计算 ,总 可 以 
判断 这 张 曲 面 是 不 是 正 的 . 这 里 ,我 们 来 总 结 一 下 判断 的 步骤 ， 
第 一 步 ， 检 查 下 列 6 个 不 等 式 是 否 被 满足 : 


之 0, (9) 
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A20, B>0,C>0, lav 
VBC +a 20, VCA +6>0,VAB+c>0 

如 果 其 中 至 少 有 一 个 不 被 满足 ,曲面 就 没有 正 性 ;只 有 在 (10) 得 
到 满足 时 ， 才 有 必要 进行 下 一 步 . 

第 二 步 , 如 果 a, b,c 中 有 二 个 或 者 三 个 数 是 非 负 的 , 立刻 
可 以 断言 曲面 是 正 的 . 

如 果 a, b,c 中 至 少 有 二 个 是 负数 , 例如 说 5,c 是 负 的 . 这 
时 必须 进一步 考察 Aa 一 bc 的 符号 ， 如果 Aa—be>0, 则 曲面 是 
TEM; WR Aa—be<0 则 当 且 仅 当 (9) 成 立时 曲面 才 是 正 的 , 特 
别 地 ， 当 a，6,c 全 为 负数 时 ， 曲 面 有 正 性 的 必要 充分 条 件 是 
(10) 与 (9) 同 时 成 立 . 


$2 三 阶 copositive 矩阵 


有 趣 的 是 ，§ 1 中 关于 二 次 三 角 曲 面 的 正 性 的 研究 , 同 代数 
中 所 谓 copositive 矩阵 的 研究 有 着 密切 的 关系 . 


三 阶 实 系 数 对 称 方 阵 
A c b 
K:= |e B a (11) 
b a C 


叫做 copositive 和 矩阵， 是 指 对 一 切 具 有 非 负 元 素 的 向 量 = 
(ziyzzyzs)y 二 次 型 
z Kr 20, (12) 
这 里 x” 表示 列 向 量 x pE. 
RHA, K 是 copositive 和 矩阵 当 且 仅 当 由 大 所 作成 的 二 次 
三 角 曲 面 是 正 的 . 
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人 们 和 希望 通过 开 的 系数 来 提出 K % copositive 4 RE H V 
要 充分 条 件 ， 下 面 的 定理 就 是 这 样 一 个 例子 . 


定理 7. 2 ([Hadeler’83]) 三 阶 对 称 方 阵 (11) 为 coposi- 
tive 矩阵 的 必要 充分 条 件 是 
I A>0, B20, CDO0, 
a+ /BC>0,6+ VCA 20, + JABS 0 
以 及 下 面 二 个 不 等 式 
I, VABC+aVA+6/B+ceVC>0, 
I, det K >0 
中 至 少 有 一 个 成 立 ， 这 里 detK 表示 天 的 行列 式 . 
WEBA 回顾 $1 中 的 讨论 , 我 们 可 以 很 容易 地 证 明 本 定理 . 
URE. RK 为 copositive 矩阵 ， 那 么 它 所 确定 的 二 次 三 
角 曲 面 必 是 正 的 ,因此 (10) 必 需 被 满足 ， 即 1 是 必要 的 ， 当 a， 
b,c 有 二 个 或 三 个 为 非 负 时 , 不 失 一 般 性 , 可 设 b0, c 宇 0. 于 
是 
VABC +a/A +6VB+c/CE 
= JAC VBC +a) +6/B +cVC SO. 
再 设 <0, c<0 H Aa—beS>0, Wet AT L RE 
Aa + AVBC +b VAB +c AC 
> (6+ VAC)(c+ VAB) SO, 
用 4 “>0 乘 上 述 不 等 式 ， 得 到 
VABC +a/A+b6/B+cVC€ 2o, 
DAE PR LBS, 成 立 ， 
Bua 6<0,c<0 H Aa—be<0, 这 时 按照 $1 可知 (9) 成 
立 ， 亦 即 I, 成 立 . 
充分 性 . BI KWAI, 51, 中 至 少 有 一 个 不 等 式 成 立 . 
+ JJ4 。 
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只 须 讨 论 a,6,c 中 有 两 个 或 三 个 负数 的 情形 . RIT, 
成 立 ， 从 $ 1 的 讨论 可 知 这 时 可 推出 K 是 copositive FF. 
RIR, I 不 成 立 但 工 . 成 立 ， 无 妨 设 6<0，c<0. 此 
时 IT。 等 价 于 
(VABC +a A) DVR 十 cVC 
亦 即 
ABC + Aa’ — Bb’ — Ce + 2aA s BC — 2bc VBC > 0, 
(13) 
1, 不 成 立 则 是 
Aa’ + Bb’ + Cc? — ABC — 2abe > 0, (14) 
将 13) 与 (14) 双方 相 加 ， 得 到 
2(@ A — abc + aA WBC — be VBC) > 0, 
分 解 因 式 得 
2(Aa — bc)( VBC +a) > 0， 
由 此 可 知 Aa—be>0, FES 1 中 的 推理 知 此 时 对 应 的 三 角 曲 面 
是 正 的 ， 从 而 K 是 copositive 矩阵 . 


证 毕 ， 
$3 高 阶 copositive 和 矩阵 
考虑 nn 阶 实 对 称 方 阵 
CU CQ “° Ain 
Qn Ar, °” An 
A: = ’ (15) 


Qn Anz | Ann 
其 中 Qi 一 Cj iy j=l, 2, tey My 如 果 对 于 任何 具有 非 负 系数 
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AY n 维 行 向 量 zx”: = (zi，xzz，…，z)， 二 次 型 z Ar 总 是 非 
HAJ, WE A X n Bt copositive 矩阵 ， 

自从 Motzkin 在 1953 年 引入 copositive 矩阵 的 概念 以 来 ， 
有 大 量 的 研究 工作 延伸 到 以 下 几 个 方面 ，copositive HEH Al 
划 ; 对 于 二 次 规划 的 应 用 ， 有 关 的 组 合 问题 ; 以 及 对 无 限 维 空 
间 的 拓展 . 但 是 , 如 何 确定 一 个 给 定 的 实 对 称 短 阵 是 不 是 copo- 
sitive 和 矩阵 ,仍旧 是 一 个 困难 的 问题 . 对 于 二 阶 与 三 阶 的 coposi- 
tive BH, 已 经 有 了 判别 的 条 件 . 例如 说 , 定理 2.1 BT 
语言 表述 为 ， 二 阶 实 对 称 矩 阵 

dii aiz 
H a 
为 copositive 矩阵 的 必要 充分 条 件 是 
an 之 Oran Z Oran + Varnan 之 0， 

而 对 三 阶 copositive 矩阵 ， 则 可 用 Hadeler 的 定理 来 刻 划 . 

[Micchelli & Pinkus’89] 指出 : n 阶 对 称 和 矩阵 的 copositive 
性 质 等 价 于 一 1 维 单纯 形 上 的 Bernstein-Bézier 曲面 的 正 性 . 
由 于 这 一 关联 ， 再 通过 Bezier 曲面 的 一 些 常 用 技巧 ， 李 平 与 汉 
EM A [Li & Feng’93]) 得 到 了 找 出 全 部 四 阶 copositive HK 
的 方法 . 

接着 , 瑞典 的 两 位 数学 家 Andersson, Elfving 与 常 庚 哲 对 
5 阶 矩 阵 作 了 类 似 的 工作 ，1994 年 ， 常 康 哲 对 6 阶 和 矩阵 又 得 出 
了 相应 的 结果 . 

虽然 Andersson 等 人 的 方法 可 以 用 来 解决 =5 RE n=6 
的 问题 ,但 是 为 了 不 使 复杂 的 记号 搅乱 了 本 来 很 简单 的 思想 ,这 
里 还 是 用 他 们 的 方法 来 解决 n=4 时 的 问题 ,这 对 于 说 明 思 路 来 
说 已 经 是 足够 了 . 
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粗略 地 说 ， 直 线 上 的 线段 是 一 维 单 形 ， 平 面 上 的 三 角形 是 
二 维 单 形 ， 空 间 中 的 四 面体 是 三 维 单 形 ， 如 此 等 等 . 

设 空间 中 有 一 个 四 面体 ， 其 顶点 用 工 ,, Tis To Ts 来 表示 ， 
用 T7 来 表示 这 个 四 面体 ， 即 令 7 =TT TT, (图 7.4). 


To 


E74 四 面体 
仿照 对 三 角形 建立 的 面积 座 标的 概念 , 对 于 四 面体 TZ, 可 

以 定义 “体积 座 标 ” 设 P 为 四 面体 内 的 任 一 点 ， 吾 以 唯一 
地 将 P 表示 为 

P = (uu sus Us) 
ERP u > 0G = 0,1,2,3) H uotu Hu: +u =l, 特别 地 ，4 个 
顶点 的 体积 座 标 是 

T, = (1,0,0,0), T,= (0,1,0,0), 

T: = (0,0,1,0), T; = (0,0,0,1). 
如 果 书 落 在 三 角形 TiT2T: 上 ,那么 已 = (Oru suru), XE u 
十 wz 十 ws 二 1]。 设 
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ao Qo aoz Ao 
Aio QI dy2 413 
Ay = (16) 


a2 azn azn az 


Ax 43; 3z Ga; 

FE— 4 RH. RANK 
Uo 

Cuo uy uz Uy) Ao Ui 


(17) 


Uz 


是 定义 在 有 上 的 二 次 Bézier “= fahm”. 
显然 ，4, 是 copositive HHRMMARA- KAM (17) 在 
F 上 是 正 的 . 
BT. HERE TTT, 上 的 任 一 点 引 一 条 线段 , 这 线段 
上 的 任 一 点 P 的 体积 座 标 是 
P = (1 — £)€1,0,0,0) + (0,u1, WU; ,us) 
= (1 — t,tu ,te,,tu;), (18) 
其 中 OKSI, ws uz u20 H uitu: +u =1. WE a7) 的 
正 性 相当 于 它 在 〈18) 右边 的 每 一 点 己 上 是 正 的 ， 即 
] 一 上 
C1 — ttu ,tu,,tu;) Ay |tu > 0. 


(19) 
tu, 
tu, 
展开 上 式 左边 ， 得 到 
3 
Ago (I 一 t)? + 2| Djavwui)tll 一 t) 
t=! 
“i 
+ (u,,u,,u,)Alu, |E O0, (20) 
u, 
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其 中 


A: = 


ai ak Qg 
az) az | 
Ax, 0Q3 G33 
依 定理 2.1， 为 了 使 (20) 成 立 ， 必 须 且 只 须 
aw = 0， 
A 是 三 阶 copositive i, 


| Qo CU, sastu) A 
Us 


其 中 9 是 Ui» Uz Us 的 线性 函数 ， 
Pt = apt 十 ayz 十 Aogitss (22) 
即 "是 定义 在 三 角形 TiT2:7: 上 的 一 张 平 面 . 

现在 ， 按 照 p 的 三 个 系数 的 符号 进行 讨论 . 

1” 如 果 这 三 个 系数 全 是 非 负 的 , RAE TTT: 上 geo, 
(21) 被 自动 满足 . 这 时 ;ao 宇 0 以 及 三 阶 矩 阵 4 为 copositive i 
阵 ， 即 为 四 阶 和 矩阵 A 是 copositive RFR UE FEA RE. 

2” 如 果 这 三 个 系数 中 恰 有 一 个 取 负 值 ， 不 失 一 般 性 可 设 
ao <0. RM GET, 处 取 负 值 , ÆT Ts 上 取 非 负 的 值 . gp 在 
RETT: STT: 上 分 别 有 唯 一 的 零点 ， 记 为 Q@,， Qo Aig 
在 三 角形 个 QQ; 内 取 负 值 , 而 在 四 边 形 Qi;T,;T,Q; 上 取 非 负 的 
值 ( 见 图 7.5). 若 采 取 TTT, 为 座 标 三 角形 ，Q, 与 Q 的 面积 
座 标 是 - 

Q, = 


uy 


+920, (21) 


us 


22 — 401 
9 9 ? 
ao — ao Ao ao . 
Co3 — 401 
kd 0, 
293 一 Ay Qo 一 An 


Q: 


+ F19+ 


7.5 

注意 : E 的 区 域 上 , 不等式 (21) 自动 地 被 满足 ， 因 此 只 
需 在 w<0 的 区 域 上 〈 在 目前 ， 即 在 三 角形 TiQ:Q, 上 ) 来 讨论 
(21). 将 (21) 中 的 8g 移 到 不 等 式 的 右边 , 然后 双方 作 平方 , 便 
发 现 (21) 等 价 于 

u Bu>0 (23) 
在 使 g<0 的 区 域 上 上 成立， 其 中 = (uuu), 
B: =ayA— (ao ap ay). (24) 


Go2 


aoz 


现在 , 我 们 取 TQ:Q: 为 座 标 三 角形 . 按照 面积 座 标的 座 标 变换 
公式 (第 五 章 公 式 (9))， 有 
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] aoz doz 
u, ao 一 Col ao Qol vi 
uw)= l0 —— 0 vel ， (25) 
ao 一 än 
Us U3 
0 0 Z Aer 
ao 一 ao 
其 中 (vi Uz Ua) 表示 点 关于 座 标 三 角形 T Q-Q: 的 面积 座 标 . 我 
们 可 将 (25) BH 
Ui 1 aoz aos 
U, | 一 0 — Qu 0 
Us 0 0 — Go 
1 0 0 
v 
0 1 0 | 
! aoz 一 An U2 
:0 0 1 ™ 
\ Qo3 一 Co 
将 上 式 右边 的 两 个 三 阶 方 阵 依次 记 为 Z，D， 故 (23) BA 
v DZ’ BZDv=0, (26) 


这 里 v= 二 Mov) Rv, SOG = 1,2,3) Ru, +, +2; = 
1 的 限制 . 从 而 (26) 可 以 说 成 :三 阶 矩 阵 DZ7BZD 是 copositive 
EE 注意 到 D 是 主 对 角 元 为 正 数 的 对 角 和 矩阵 ,DZ BZD 为 
copositive 矩阵 的 必要 充分 条 件 是 ZBZ 为 copositive 矩阵 ， 

总 而 言 之 ,在 这 种 条 件 下 ,四 阶 矩 阵 A。 是 copositive 矩阵 的 
必要 充分 条 件 是 : 

Qo 宇 0, ZME A 及 2Z7BZ 均 为 copositive HH, 其 中 B 


由 (24) 给 出 , A 
l aoz ao3 
Z=j0 ay 0 (27) 
0 0 一 Co 
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3” 如 果 这 三 个 系数 中 恰 有 两 个 负 值 ,不妨 设 ao 之 0, a< 
0s ao <0. 

仿照 2" 的 作法 , RA 8 的 两 个 零点 Q:, Q. 此 处 不 同 的 是 : 
使 P<0 的 区 域 是 四 边 形 QT TQ (图 7.6)， 联 结 线段 QT; 
(或 了 ,0;) 将 此 四 边 形 分 成 两 个 
三 角形 ， 依 次 把 座 标 三 角形 取 在 
QzT2zT3 5 Q.7;Q; E. 根据 与 2° 
相同 的 讨论 可 知 ， 这 时 四 阶 和 矩阵 
Ay 为 copositive PEMA it AA 
须 ao 之 0 以 及 4 和 其 他 两 个 三 
BY 58 REAR FE copositive 矩阵 . 

4 如 果 三 个 系数 都 是 负 
数 ,这 时 p<0 的 区 域 就 是 三 角形 
TTT, 全 部 . BR, 四 阶 和 矩阵 A, 图 7.6 
是 copositive i PEA) BEAK 
件 是 200220 UR A. BCH (24) 所 定义 ) 两 个 三 阶 和 矩阵 是 coposi- 
tive i fe. 

最 后 举 一 个 数值 例子 .考虑 4 阶 方 阵 

2 一 2 一 1 2 
一 2 3 2 一 3 
— 1 2 1 1 
2 一 3 1 4 
由 于 第 4 行 中 只 有 一 个 负数 ， 这 建议 我 们 把 第 1 行 与 第 4 行 对 
调 ， 接 着 把 第 1 列 与 第 4 列 对 调 ， 得 到 和 抑 阵 
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2 一 2 一 1 2 
JERE A, 与 原 矩 阵 同时 是 或 者 同时 不 是 copositive 4E RF. XH av 
=4>0, 


3 2 一 2 
A: = 2 1 一 | 
一 2 一 1 2 


A 符合 定理 7.2 中 的 条 件 1 与。， 所 以 A 是 copositive Hi. 
fk (24), E 


3 ll 一 2 
B= | ll 3 — 6f. 
再 按 (27), F 

1 1 2 
Z=10 3 0|. 

0 0 3 
3 36 0 
36 96 12 
0 12 24 


由 于 其 中 所 有 元 素 非 负 , 它 显 然 是 一 个 copositive 矩阵 . 这 说 明 
Ao 是 copositive 抢 阵 ， 从 而 原 和 矩阵 也 是 一 个 copositive 矩阵 . 


于 是 


Z'BZ = 


kd 


$4 结束 语 


Bezier 三 角 曲 面 的 正 性 有 许多 的 应 用 ， 我 们 在 下 一 章 中 将 
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看 到 ， 三 角 曲 面 的 凸 性 的 讨论 最 终归 结 为 讨论 另外 一 些 三 角 曲 
面 的 正 性 ,我 们 力图 通过 其 Bernstein 系数 来 表达 三 角 曲 面 的 正 
性 . 使 得 Bézier 三 角 曲 面 为 正 的 充分 条 件 可 以 举 出 很 多 ， 但 是 
最 理想 的 还 是 由 其 Bernstein 系数 表示 的 既 充 分 又 必要 的 条 件 ， 
遗憾 的 是 ， 即 使 对 于 三 次 的 Bezier 三 角 曲 面 ， 目 前 还 未 见 到 这 
种 条 件 . 

二 次 的 Bézier 三 角 曲 面 的 正 性 的 充 要 条 件 已 经 出 现 ( 见 定理 
7.2). 不 仅 如 此 ， 对 于 高 维 单纯 形 (例如 3，4，5 维 单 形 )， 我 
们 已 有 确定 的 算法 来 判断 一 张 二 次 曲面 是 不 是 正 的 . 

高 维 单 形 上 的 二 次 Bézier 曲面 的 正 性 与 copositive HRA 
着 密切 的 联系 ， 在 本 章 中 我 们 已 经 看 到 ，CAGD 中 的 某 些 技巧 
可 以 用 来 讨论 copositive HM, 并 且 取 得 了 初步 的 结果 . 这 是 一 
件 令 人 鼓舞 的 事 ， 这 是 又 一 个 例证 ， 它 说 明 数 学 的 不 同 分 枝 之 
间 ， 本 来 是 互相 关联 、 互 相 渗透 的 . 
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第 八 音 Bézier 三 角 曲 面 的 凸 性 


本 章 的 核心 的 定理 是 定理 8. 4, 它 说 的 是 “如 果 8B- 网 是 凸 
的 ,那么 对 应 的 Bezier 三 角 曲 面 也 是 凸 的 ”, 以 及 这 个 定理 的 推 
广 . 我们 将 给 出 定理 8. 4 的 两 种 证 明 , 第 一 种 证 明 须 用 到 “方向 
导数 ”的 概念 . 利用 方向 导数 ,还 可 以 讨论 两 张 三 角 曲面 的 连续 
拼接 的 问题 . 最 后 讨论 两 张 三 角 曲面 连续 保 凸 拼接 的 可 能 性 . 


$1 方向 导数 


设 已 是 三 角形 仿 上 的 一 个 函数 . ET 上 建立 了 面积 座 标 
系 之 后 ,下 可 以 用 下 (te; Uz 94s) 来 表示 . 函数 书 不 限于 是 ww yzz， 
za 的 多 项 式 , 它 可 以 是 面积 座 标 (xywzyzw) 的 很 一 般 的 函数 ,但 
是 要 求 它 在 2 上 是 二 阶 连 续 可 微 的 . RRC, ply Us 3 F (ue, pty» 
43))»P= (wu E F ,是 9 上 的 一 张 很 一 般 的 曲面 ,我 们 
简称 它 为 曲面 F. 

很 明显 的 是 ,已 在 .93 上 是 唔 的 当 且 仅 当 将 下 限制 在 之 上 
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HERBAL ANE HA, KYU RA Dw 
的 定义 (第 六 章 公式 (3)) 看 出 . 
设 Po= Cul sus ,U3) 与 P= Cui vus u) ES 祖上 的 任何 二 点 
(图 8. 1) ,那么 线段 PoP, 上 的 点 的 面积 座 标 是 
CQ — tu? + tul, 1 — dud + tu}, — t)u3 + tul), (1) 
ON¢<1. 将 曲面 局 限 在 线段 PuP, 上 ， 得 到 曲线 
FCA bul +tal, 1—-baitin), (1 —t)usttu!), (2) 
Ep ze [0,1], 所 以 (2) 
是 单 变 量 上 的 函数 . 这 一 
段 曲 线 的 凸 性 , 便 可 以 通 
过 (2) 对 上 的 二 阶 微 商 的 
正 性 来 刻 划 . 
将 (2) 对 上 求 一 阶 导 
数 ， 利 用 链 式 法 则 得 到 图 8,1 三 角形 内 的 线段 
(uj — at) + (wy = at E a ha (3) 
其 中 的 三 个 偏 导数 均 在 点 (1) 上 取信 为 方便 计 ， 
6 : =u}—u?, i=], 2, 3. (4) 
再 将 G) 对 上 求 一 次 微 商 ， 便 获得 函数 (2) 关于 自 变数 上 的 二 


阶 微 商 : 
92F gF a°F 
Bel Beye, aa 


a lyr sp ap |" 
CE, 562585) aan a dad, es | ， (5) 
6 


a’F o’F °F 
Urdu, Ms a 
上 式 中 的 3X 3 矩阵 称 为 下 的 Hessian ERF, Sid HC), 其 
中 的 6 个 偏 导 数 均 在 点 (1) 上 取 值 ， 由 于 (4) 可 以 看 出 
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€,+6,+6,=0. (6) 
表达 式 (3) 与 (5) 分 别称 为 函数 关于 方向 PoPi 的 一 阶 与 二 阶 
方向 导数 .适合 (6) 的 三 数组 (61 ,6 ,6;) 实际 上 代表 一 个 “ 方 
向 ”, 也 就 是 说 , RO SO, 所 决定 的 线段 QoQ1 与 PoP; 平 
7, Q 5 Q 的 面积 座 标 之 差 产生 的 数组 记 为 (7 ,7s 73) 那么 
容易 证 明 :两 个 三 数组 (6 8, Bo Ms BLE BA 
因此 得 出 


定理 8.1 曲面 FF 在 上 凸 的 必要 充分 条 件 是 ;对 任意 方 
H (ié £) 
£ 
ê, 
$, 
其 中 PP R= ae T 的 所 有 的 点 . 


CE 58256) ACF) |p 之 0， (7) 


为 了 简化 〈5)， 我 们 需要 下 列 的 


引 理 ”对 任何 两 个 三 数组 iE) Fs) HH E 
+é, +e = + Re + Is = 0, GER 
A c b) 
c B ally, 
b a Cj 


(Eisra) 


可 以 写 为 
(A+a—b—c)&9,+ (B+6—c -aim + 
(C +c —a — bm. 
证 明 由 于 
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| ， (8) 


Ac 6 
c B a 
b a C 
At+a-b—e 0 0 
= 0 B+b—-—c-—a 0 
0 0 C+te-a-—b 
b+c—a C b 
+ c cta—b a 
b a a+b-—c 
将 最 后 一 个 方 阵 记 为 M， 注 意 到 
M 
CE s233) M Ie 
VEN 
10-1 l 9 I; 
sasoi uo aE) 
0 1-1 -1 -1 he 


l 1 

_ c—a c—a c—a 7) 

=G c—b =k 1 | 
1 1 


= ENN | 4 = (0), 
0 OF Ue 
立 知 结论 之 正确 性 . 


利用 这 个 引 理 ， 表 达 式 (5) 可 以 写 为 
D&i+D&i+D5& 


其 中 
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3 9 9 a 
; 一 一 一 - F, 
D, lan AE A 
9 9 a a 、 
= ’ ) 
D: Ez A ral (9 
9 9 9 9 
p = (30 an (as T aa)” 


定理 8.2 HFEF 上古 的 必要 充分 条 件 是 ;对 任意 方 
向 (EE) 


3 


XDE (10) 
i=l 
H PET 成 立 . 


例 1 7 ERRI uis uz us PEA. 
解 ” 只 须 考察 i， 由 (9) 可 知 
D,=2, D,=D;=0, 
从 而 EDE = 26 >0. 


两 个 独立 的 变数 ， 例 如 丘 ， 名 ， 这 时 


3 
>) DE = Dé + D,€ + DC, + &)? 


| = (D, + DDE + 2D, + (D, + DDE. 
为 了 让 最 后 一 式 对 一 切 独 立 的 6 ，é&, 都 不 是 负数 ， 必 须 而 且 只 
须 
D,+D,20, D,+D,>0, 
(D, + D,)(D, + Da) — D? = D,D, + D,D, + D,D, > 0, 
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于 是 我 们 得 到 与 定理 8.1 及 定理 8. 2 等 价 的 


定理 8.3 曲面 下 在 有 上 凸 的 必要 充分 条 件 是 : 
D,+D;20, rope t 
D,D,+D,D,;+D,D,>0 
对 一 切 点 PET 成 立 . 


(11) 


定理 8. 3 的 优点 是 ， 它 已 不 包含 任意 的 方向 (6.6.58). 


§2 hy B- 网 


我 们 已 经 知道 , 单 变数 的 Bernstein 算 子 具有 保 凸 性 ; 在 第 
六 章 中 又 看 到 三 角 域 上 的 Bernstein 算 子 不 具有 保 凸 性 ， 换 言 
之 ， 存 在 着 在 三 角形 FT HEGRA, CH Bernstein 多 项 式 在 
上 是 不 凸 的 ， 因此， 自然 会 问 , 对 哪 一 些 函 数 类 ，Bernstein 
算 子 是 保 凸 的 . 

为 了 得 到 某 些 启发 ， 考 察 二 次 Bezier 三 角 曲 面 
A c bju 
c B a 
b a Cj 
(12) "PH 3X3 矩阵 中 放 的 是 曲面 的 Bernstein 系数 (图 8. 2). 

为 方便 起 见 , (12) 中 的 3X3 ERICA K, PEK 按照 本 章 
(8) 的 方式 分 解 为 两 个 矩阵 之 和 , (8) 中 最 后 一 个 3x3 方 阵 对 应 
Bernstein 系数 为 图 8. 3. 

注意 到 图 8. 3 中 每 一 条 边 中 点 上 的 数 正 好 是 这 条 边 的 两 个 
项 点 上 的 数 的 算术 平均 值 , 可 知 图 8. 3 所 确定 的 B- 网 是 一 张 平 
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Ctt sitzt) ’ (12) 


uz 


面 ， 这 说 明 


B a C 


图 8.2 Bernstein 系数 


b-+e-—a 
c b 
a+c— h a atb—-—c 
图 8. 3 8- 网 是 一 张 平面 
b+e-a C b u, 
(Uy sty stt) c ct+a—b a U, 
b a arb—c} lu, 


= (b+c — au + (+a bju, + (a +b — cu 
是 一 个 线性 函数 ， 从 而 有 


uy 


(264 4% Ha) K u | = (A +a —6—c)u? 
u3 


+ (B +b — c — a)u? 
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(C 十 cc 一 a 一 6b)w? 十 一 个 线性 函数 . (13) 
在 例 1 PRE, ui, GRE, AMR 
At+a—b—c>0,) 
B+b—c—a>0, 7 a4) 
C+c—a— bl, 
那么 (13) 的 右边 是 四 个 西 范 数 之 和 ,从 而 二 次 曲面 (12) 就 是 由 
的 曲面 . 
现在 来 说 明 不 等 式 组 (14) 的 几何 意义 ，(14) 表明 ， 在 由 
图 8. 2 所 确定 的 B- 网 上 , 任何 一 对 有 着 一 条 公共 边界 的 三 角 片 
都 是 以 凸 的 方式 联接 的 ， 即 (14) 是 二 阶 B- 网 为 凸 的 必要 充分 
条 件 ， 见 图 8. 4. 


图 8.4 二 阶 凸 B- 网 
以 上 证 明 的 事实 可 以 用 一 句 话 表达 为 ; 如 果 二 阶 B- 网 是 古 
的 ， 则 它 所 对 应 的 二 次 Bezier 三 角 曲 面 也 是 凸 的 这 一 事实 鼓 
励 我 们 来 证 明 对 于 高 阶 B- 网 也 有 同样 的 性 质 . 
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if n br B- 网 由 其 Bernstein 系数 
{6:50 EMEK i, j, RB it+j+k=n} 
所 确定 . 这 个 B- 网 是 凸 的 当 且 仪 当 
CE, — E,) CE, 一 £36,542 9, 
(E, T E,) (ŒE; = E, 722 之 | 
(E; = E,) (E; = E,)b;, 5.4 之 0, 
成 立 ， 其 中 i 十 j 十 k=n 一 2。 (15) 中 的 不 等 式 组 一 共 含 有 
3(n 一 1)n/2 个 不等式 ,它们 的 几何 意义 是 :在 x 阶 B- 网 上 , 任 
何 有 着 一 条 公共 边界 的 一 对 三 角 片 以 凸 的 方式 联接 . 
现在 ， 我 们 来 证 明 


(15) 


定理 8.4 (AR. Davis’84] ME n BY 中 -网 是 凸 的 ,， 那 
么 它 对 应 的 Bézier 三 角 曲 面 在 7 上 是 凸 的 . 
证 明 利用 移 位 算 子 可 将 三 角 曲 面 表 为 
B"(P) = (u,E, + uE, + usEs)"bo,0,0. 


由 此 可 知 
ab" nl 
u n (uE, + uE, + u3E3)" ‘Eboo0,0, 


i=l, 2, 3, 再 进一步 有 
a*B" 
Mi = n(n ~ 1) uE, + uE, + uE)" EE bo.0.0, 


t, j=l, 2, 3. (16) 


依 (9) 可 得 
D, = n(n — 1) GE, + wb + uE)? CE, — E,)(E, 一 
E3)by,0.0 
=n(n—1) J, (Œ, — E,)(E, — E,)b; BIP) 


由 (15) 的 第 一 式 立 知 D, 之 0 PET 成立， 类似 地 ， 由 
(15) 的 第 二 式 、 第 三 式 可 以 分 别 推出 D20, D20 H PET 
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成 立 . 因此 , 不 等 式 (10) 对 一 切 PE2 成 立 . 依 定 理 8. 2， 知 
三 角 曲 面 B E7 上 是 凸 的 ， 证 完 ， 


定理 8. 4 表明 ，Bezier 三 角 曲 面 继 承 了 其 B- 网 的 凸 性 ， 这 
一 定理 在 理论 上 及 实践 上 都 有 着 重要 的 意义 ， 从 理论 上 说 ， 它 
引起 了 后 来 关于 Bézier 三 角 曲 面 凸 性 的 一 系列 的 研究 ， 这 种 研 
究 至 今 仍 在 继续 ， 从 实践 上 来 说 ， 它 提供 了 设计 凸 曲面 的 一 种 
简单 易 行 的 方法 , 只 要 调整 有 限 个 Bernstein 系数 使 得 (15) 能 
被 满足 ， 那 么 Bézier 三 角 曲 面 必然 是 凸 曲 面 . 

定理 8.4 有 好 多 种 不 同 的 证 明 ， 下 面 再 介绍 一 个 由 [AR 
哲 、 汉 玉 瑜 85] 提出 的 证 明 , 其 中 用 到 了 Farin 的 升 阶 B- 网 的 
WC SSE ne E. 

从 第 五 章 知道 ,经 过 一 次 升 阶 之 后 ,新 的 Bernstein 系数 成 为 


« 1 . . 
bit = — Oi 十 JOi j-i 十 RO: jk- )， 


n+1 
这 里 i 十 j 十 k=n 十 1. 4 
A: = (EF, — E,)(E,— Ey), 
A,: = (E, — E,)(E,—£,), (17) 
bs: = (E; — E)E, — E,),) 
经 过 直接 的 计算 可 以 证 明 
人 Ai = GA bss 十 JAD 
+ RAG jaa)’ 


这 里 ;十 7 十 & 一 2 一 1， 对 于 A: SA: 也 有 类 似 的 公式 ， 由 此 可 
见 , 如 果 (15) 式 成 立 ， 那 么 有 
L165. 542295 
ato itj+tk=n—-1. (18) 
A367, 5,420; 
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这 表明 ,一 个 凸 的 B- 网 经 过 一 次 乃至 任意 多 次 升 阶 之 后 ， 仍 然 
是 西 的 B- 网 ， 由 于 升 阶 B- 网 序列 收敛 到 对 应 的 Bezier =f Hi 
面 ， 并 且 注 意 到 曲面 的 凸 性 是 由 不 等 式 来 定义 的 ， 而 极限 运算 
保持 不 等 式 的 方向 不 变 , 可 见 三 角 曲 面 作为 由 凸 的 8- 网 组 成 的 
序列 ， 也 应 当 是 一 个 凸 曲面 . 

定理 8. 4 的 图 示 , 可 参看 图 5. 6, 不 过 , 按 我 们 的 定义 , 要 
用 “一 1) 去 乘 其 中 的 B- 网 和 它 对 应 的 曲面 ， 才 是 凸 的 B- 网 和 
凸 曲面 . 


$3 FN 8B- 网 


由 定理 8. 4 可 知 ，B- 网 的 凸 性 是 它 的 三 角 曲 面 为 凸 的 一 个 
充分 条 件 ， 但 远 远 不 是 必要 
条 件 ， 即 使 对 于 二 次 的 三 角 一 1 
曲面 的 凸 性 ， 它 也 不 是 必要 
的 . 考察 由 图 8.5 所 示 的 0 0 
Bernstein 系数 作成 的 B- 
网 ,( 见 图 8.5), 由 于 (一 1) 
+0— 0+0 =—1<0, 
CTED. 这 个 B- 网 生成 图 8.5 二 次 曲面 的 Bernitein RH 
的 二 次 曲面 是 - 
BOP) =— ui + 2u3 + 2e. 
按 公式 (9) 算 出 
D,=—2, D,=D;=4, 
可 见 (11) 中 的 三 个 不 等 式 全 部 满足 , 所 以 B CP) 是 凸 曲面 . 由 
此 可 见 应 当 寻 求 更 一 般 的 保 凸 条 件 . 在 这 一 个 方向 上 的 努力 中 ， 
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下 列 定理 是 第 一 个 工作 . 


定理 8.5 (HRA. BEM 84] WR B- 网 满足 
(Ai + Adba > O, 
(As + Abja Z O, (19) 
Nibi j aA bi ja + Abi a Aabi ja H Abija Aba 95 
其 中 i 十 j 十 k=n 一 2, 那么 它 所 对 应 的 Bézier 三 角 曲 面 在 7 E 
是 凸 的 . 

X n=? 5n=3 的 情形 , (19) 也 是 三 角 曲 面 为 凸 的 必要 条 


件 . 
证 明 因为 
DDE =nn— 1) Sl GA +EA, 
i=] i+jtk=n—2 
+ FA D bna Bth. (20) 
可 见 当 . 
(HA, + GA. 十 如 人 9)bi,j1 之 0 (21) 


对 一 切 :十 /十 & 一 2 一 2 成立 时, 便 有 IDES, AMRIT 
B"(P) 是 2 LANKA. 但 是 , (21) ROL DEED RAG 
是 (19)， 这 一 点 从 定理 8. 3 的 证 明 过 程 中 可 以 看 出 来 . 
现在 讨论 n=2, 3 的 情形 ， 当 ”一 2 时 ，(20) 的 右边 只 有 
一 项 ， 即 
2( 征 人, + EA: + EA booo 
WRB PEF 上 是 凸 的 ,那么 上 式 对 于 适合 名 +646, = 
0 的 一 切 三 数组 (6 ,和 6) 都 必须 不 取 负 值 , 因 此 (19) 这 时 是 必 
要 的 . 4n = 3 时 ,(20) 的 右边 有 三 项 , 若 略 去 常数 因子 6 Kit, 
那 就 是 
uy (GA, + GA, + &A3)6 0.0 
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+ ual A, + Az, + &As)b0.1.0 

+ ia 人, + EA: + EAn. (22) 
如 果 BCP) 是 凸 的 , 则 对 于 一 切 皇 十 捍 十 名 天 0 及 已 = (user, 
us) € F (22) 中 的 表达 式 取 非 负 的 值 . 依次 令 (xyzsyzs) 为 
(1,0,0),(0,1,0) 及 (0,0,1) ,可 见 这 时 必须 

(HA, + GA. + BA. 0, 


EA HEA: + Abo, = 0, 
EA AEA: + EA boo 2 0. 
对 适合 6.+6.+6=0 的 三 数组 E EE) 成 立 . 由 此 可 见 (19) 
也 是 必要 的 . 证 毕 . 
显然 ， 定 理 8. 5 包含 定理 8. 4 作为 特例 . 读者 可 以 自行 验 
iE. 图 8.5 中 所 示 数 据 , 适合 条 件 (19), 因此 它 对 应 于 一 个 凸 
的 二 次 曲面 
至 今 为 止 ， 对 于 4 次 Bézier 三 角 曲 面 ， 还 没有 找 出 一 个 通 
过 其 Bernstein 系数 表达 出 来 的 保 凸 的 必要 充分 条 件 . 
为 了 行文 的 方便 , 我 们 说 一 个 下 -网 车 适合 (19), 则 被 称 为 
是 弱 凸 的 ， BR, 凸 的 瑟 - 网 一 定 是 弱 凸 的 . 定理 8. 5 可 以 简洁 
地 表示 为 ， 弱 凸 的 B- 网 产生 凸 的 三 角 曲 面 . 
凸 8- 网 有 鲜明 的 几何 形象 , 但 是 弱 凸 的 B- 网 却 没有 . 为 了 
尽 可 能 多 地 获得 弱 凸 的 B- 网 的 几何 特征 , 我 们 要 进行 下 一 节 的 
ite. 


(23) 


$4 B- 网 的 网 线 


如 果 (19) 中 的 三 个 不 等 式 都 得 到 满足 ， 则 可 导出 另 一 组 不 
等 式 
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(Ar + Ard bisa > O, (23) 
HP itjtk=n—2. 让 我 们 来 看 看 不 等 式 (23) 的 几何 意义 . 由 
于 
Ai + A: = CE, — E (E — Es) 
+ (E, 一 E) (E, — Ey) 
= (E, — E, (E, — E; — E, + E;) 
= (E, — E)’ = Ef — 26E, + El, 


因此 (23) 可 以 表示 为 

bitzi 2bi4 1 jti FG i424 229» (24) 
而 上 式 意 味 着 对 于 固定 的 &€ (0,1，……2)} ， 数 列 

{biar i= 0,1,2 en — k, (25) 


(ER it jtk=n) 的 二 阶 差分 数列 全 由 非 负 实数 组 成 . 将 B- 网 
限制 在 as =k/n E, 得 到 的 是 B- 网 上 的 一 条 折线 , EH nk B 
直线 组 成 . 这 条 折线 被 称 为 如 -网 的 第 三 向 的 第 “一 上 RAR, k 
=0, 1,，…，n, 第 0 条 网 线 退化 成 一 个 点 ,， 即 B- 网 的 第 三 个 角 
点 ， 第 1 条 网 线 系 由 一 条 直线 段 组 成 ， 如 此 等 等 ， 第 ”条 网 线 
是 已 网 上 对 应 于 xs=0 的 那 一 条 边界 . 

类 似 地 可 以 定义 互 网 的 第 一 向 网 线 及 第 二 向 网 线 ， 

不 等 式 (24) 表明 ， 第 三 向 的 第 ”一 上 条 网 线 是 凸 的 ， 连 同 
C19) 的 前 两 式 一 起 考虑 , 我 们 可 以 说 : ai 5- 网 上 所 有 的 网 
线 都 必须 是 凸 的 . 这 是 关于 弱 凸 的 B- 网 的 几何 形象 的 一 个 最 基 
本 、 最 简单 的 描述 ; 对 于 (19) 中 最 后 那个 不 等 式 组 则 很 难 作出 
几何 解释 . 

定理 8. 4 与 定理 8. 5 都 表明 ，B- 网 的 整体 形状 确 确 实 实在 
“控制 ”着 对 应 的 三 角 曲 面 , 下 面 即将 看 到 , 即使 是 网 线 的 几何 
形状 也 在 控制 着 三 角 曲 面 的 某 些 几何 特性 . 

具体 地 说 ， 我 们 有 如 下 的 

e 138 + 


定理 8.6 1° 如果 第 三 向 的 所 有 网 线 有 同样 的 单调 性 ， 那 
么 对 应 的 Bézier 三 角 曲 面 限制 在 任何 xs 一 常数 所 成 的 曲线 也 
具有 相同 的 单调 性 ; 

2 如 果 第 三 向 的 所 有 网 线 都 是 四 的 ， 那 么 对 应 的 Bezier 三 
角 曲 面 限制 在 任何 w= 常数 所 成 的 曲线 也 是 凸 的 . 

证 明 首先 设 对 于 固定 的 &€ {0,1,…,n 一 1} 有 

Oiti AZO; jt (26) 
RP itj=n—k-1. SUH BP ARDA TT 的 方向 导 
数 . EEATT 这 一 方向 可 由 三 数组 (1 ,一 1,0) 来 表示 ,一 阶 
方向 导数 的 公式 (3) 成 为 
aB a = n (uE, + uE, + uE)! (E, 一 E,)bo.0.0 
= n (aE, wb + uE)" Coo — bo.) 
=n p2 Citij — bijt DBAC) SO, 


th=n—|} 


推导 中 的 最 后 一 一 步 利用 了 (26). 这 表明 ,在 条 件 (26) 之 下 BCP) 
的 沿 方向 T2T 的 一 阶 方向 导数 在 TF 的 每 一 点 上 均 取 非 负 的 
值 ， 从 而 得 出 BCP RIZE u= BRS Rhe 
增 的 ， 这 就 证 完了 第 一 个 结论 
现在 来 证 明定 理 的 第 二 个 结论 . 我 们 设 不 等 式 (24) 成 立 ， 
然后 来 证 明 沿 方向 Q, —1, 0 的 二 阶 方向 导数 是 非 负 的 . 人 
计算 二 阶 方向 导数 的 公式 G), RA Gs &, &) = 0, — 
0)， 得 出 
OE Ban) 
(uF, + uE, + wsEs)" (bo0,0 — 2by1.0 + bo.2.0) 
= n(n — 1) D (Batik 一 2biti jt 


十 j 坏 上 一 nm 一 2 
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+ by 5420) B34 (P) = 0 
对 一 切 点 PEF 成 立 ， 这 就 证 完了 第 二 个 结论 ， 证 毕 . 


§5 三 角 曲 面 片 的 连续 拼接 


这 一 节 的 内 容 似 乎 与 本 章 的 主旨 无 关 . 既然 如 此 ， 为 什么 
我 们 还 要 把 它 放 在 这 里 ? 有 两 方面 的 原因 .第 一 ， 要 研究 连续 
拼接 的 问题 , 需要 方向 导数 的 概念 , 这 一 概念 我 们 刚刚 在 8$ 1 中 
介绍 过 它 ; 第 二 ， 在 下 一 节 中 将 要 讨论 连续 且 保 凸 的 拼接 的 可 
能 性 ， 这 样 就 使 本 节 的 内 容 成 为 必要 . 

设想 在 同一 个 三 角形 TTT: T, 上 ， 定 义 着 两 张 次 
Bézier 三 角 曲 面 ， 它 们 的 Bernstein AWARE b= (6,4) Se 
一 (cija? ’ 具体 地 说 

Bb; P) = Ga E, + uE, 十 uE; )"bo,0,0, 

B" Ce P) = a, E, + uE; + tE; Yo00 | 
为 简便 计 , 分 别 将 它们 写成 Bb) 及 Be), 也 就 是 说 , BH 
中 的 变 点 卫 不 写 . 将 它们 限制 在 边 T2Ts 上 ， 即 令 uj 二 0, 得 到 


B'h) |7,7,= Sein Bl), 
j=0 


(27) 


B"(e) |r, = dew, Bia) 
ws € [0,1]. 所 以 ， 如果 
B"(b) |r, = B") | rr, 
则 必须 而 且 只 须 
oj 一 Co (28) 
其 中 j+k=n. 
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设 E= C&,, &,, £) 表示 一 个 方向 ， 即 是 说 &,+@,+6=0, 


这 两 张 曲面 沿 EAr 
3B" (b) gW 
ge ` 
由 式 (3) 可 知 


=n f GE, + be, + E, )b;, ;Br 


itjti=ni 
THA 
BD) nn SD E + bE + SE so aB, 
了 十 业 一 nm 一 1 
类 似 地 
aB" — 
Æ nh =n 5 (EE, + &E, + EE Co ja BTh 
jth=n-l 
如 果 对 任何 方向 6 有 
a 


aB" = | > 


[r= = 


则 必须 而 且 只 对 任何 方向 f= EES, ) 有 
ŒE, + EE, + Ebo; 
= (E, + &E, + &Es)co. ja, (30) 
这 里 j+k=n—1. HRM, +E= (1, — 1,0), (30) 成 为 
(Ei — Ebo ja = (E, 一 Ez)Co,j,as 
即 对 一 切 /十 & 一 2 一 1 有 


(29) 


Oi jk 80,54 1k =C jak CO Lake (31) 
MR (28) MI, AA (30) SH F 
by jk =C, je (31) 


对 一 切 jp k=n—1 成 立 . 反 过 来 也 很 明显 , 当 (28) 与 (31) 同 时 
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成 立时 ， 便 有 (30) 对 一 切 方 向 上 成 立 ， 即 (29) 成 立 ， 
n= sot) 代表 另 一 方向 , 即 这 三 数组 适合 办 十 4 十 
四 二 0， 讨 论 任 一 张 4 次 三 角 曲 面 B"( 暂 不 指定 它 是 Bb RE 
B"(c)), 它 关于 两 个 方向 § 与 7 的 二 阶 方向 导数 记 为 
a*B" 
ea’ 
其 中 可 以 与 7 相等 ,此 时 称 之 为 沿 5 的 二 阶 单 向 方向 导数 , 当 
E5 n 不 平行 时 则 叫做 河上 与 了 的 二 阶 混合 方向 导数 . 按照 公式 
(5)， 上 述 二 阶 方向 导数 等 于 
aB"” aB" gB 
3u? MM Mi 


Ki 
2Ra 2 pn 2 pn 
Ett) 2B oF oe | | 


MM, au? AU, Az 
aB” 3 B” 3 B" 
aa urdu, u 
依 本 章 之 引 理 ， 上 式 可 以 写 为 


Dê + Dé} + D3€393 5 (32) 
式 中 

P= |, T ae) (an ~ an) 

n= (è -ili kje 

Di = (ag a) ag ~ a) 


du 
如 果 把 B RELH Bb) IRA FS A TT EO u= 0 
时 ) 


站 | -一 mm 一 1) DY ja + bojra 


jth=n—2 
一 bitte bijai) Bi? (ae) 
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D,|\-0= nla — 1) $) (bi 十 页 一 外 
j+k=n—? _ | 
一 Bt) 7 u). A “a 
D; | «,=0= n(n 一 1) 5” Cho. ate 十 bijte =+ bjar 
jtk=n-?2 


一 bojai) BY (ez). 
MEK B RREA B (ec), 则 只 需 将 以 上 三 式 中 的 6 全 部 改 为 


c BUF. 
现在 来 讨论 对 任意 两 个 方向 5 与 9 有 
PED) o= RO ao (33) 
Bn 1 gm 1 


时 必要 且 充 分 的 条 件 ， 先 看 必要 性 ， 对 于 两 个 特殊 的 方向 有 
>， (be jt + bo. jt. ati 一 By prays 一 by ep BT? (ez) 


J+ k=n—2 


= 5 Cz je F Cosritti T Cth Cijati) BY (us), 
jt hn 一 2 


这 里 B? Cuz), ws€ (0, 1], 是 单 变 数 的 Bernstein FRR, A 
此 必须 有 
bo, ja Hbo, jtist On tik TOL, jet 
= Cria PC jtt Cpt lak Cds kb TD 
其 中 ) 十 &=2 一 2， 在 (28) 与 (31) 成 立 的 条 件 下 ， 上 式 相当 于 
boja =c JtkHn— 2. (34) 
反 过 来 , 如 果 (28), (31) 与 (34) 同 时 成 立 , 那么 , 限制 在 边 
T,T; (u, 二 0) 上 ,曲面 B"(8) 与 B"(e) 有 分 别 相等 的 万 D, Da, 
从 而 有 相等 的 表达 式 (32). 这 就 是 说 ,对 于 任何 方向 6 与 9, 有 
(33) RU. 
递 推 地 讨论 下 去 ， 我 们 可 得 


定理 8.7 定义 在 同一 个 座 标 三 角形 上 的 两 张 Btzier 三 角 
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曲面 Bb) 5B ©), ENE= ABH wu. =0 LABS r 阶 
的 、 分 别 相等 的 各 种 方向 导数 的 必要 充分 条 件 是 

lj 一 Ci 1 十 7 十 有 一 7 (35) 
其 中 i==0, 1, 2, +, r. 几何 地 说 , 这 两 张 曲面 的 B- 网 上 最 靠 
近 那 对 应 的 边界 的 r 十 1 条 第 一 向 网 线 应 当 分 别 地 相等 . 


现在 我 们 已 具备 条 件 来 讨论 两 张 三 角 曲面 连续 拼接 的 问题 
了 . 

设 在 座 标 三 角形 T =T TT, 上 定义 着 一 张 次 Bezier 三 
角 曲 面 8" (0). HEFT 之 外 有 一 点 T' ,三 角形 了 Ta27: 与 .> 除 
了 一 条 公共 的 边界 TT, 之 外 没有 其 他 的 公共 点 (图 8. 6). it 
7T' 关 于 座 标 三 角形 7 的 面积 座 标 是 Cul ,wu2 ,wi ) ,这 时 wr， 
uz us 中 虽 出 现 负数 ,但 仍 适 合 关系 好 十 好 tus =1 我 们 的 
目的 是 要 在 三 角形 T*T, 了 ,上 构 作 一 张 n 次 Btzier 三 角 曲 面 , 使 
得 它 与 Bb) 在 公共 的 边界 上 有 某 种 程度 的 连续 拼接 . 


T; = (0.0, 1) 


= (0,1,0) 
Tı = (1,0,0) 


8.6 有 一 杂 公 共 边 的 两 个 三 角形 
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虽然 曲面 B®) 最初 只 是 定义 在 座 标 三 角形 T7 k, 但 是 
它 作为 一 个 多 项 式 函 数 , 应 当 是 在 全 平面 上 都 有 定义 , 特别 地 ， 
它 在 三 角形 7"T:7: 上 也 是 完全 确定 的 . 若 将 它 限 制 在 三 角形 
了 "TT 那 一 部 份 曲面 表 为 以 T'T2T, 为 座 标 三 角形 7 TT， 
EH nik Beier 三 角 曲 面 ,于 是 按照 第 五 章 中 的 分 割 定理 ， 它 
的 Bernstein 系数 便 是 

bS}, a (ur suz sts )» 
其 中 itjtk=n WASK, JÆ 

(uf E, + uz E, + wus EYbo, jas (36) 
1 十 J 十 & 一 2， 它 们 可 以 通过 de Casteljau 算法 而 得 出 . 

由 (36) 确 定 的 在 T'*T,T; 上 的 三 角 曲 面 ， 作 为 在 .2 上 的 
三 角 曲 面 8"(5) 的 自然 延 拓 ， 它 们 在 公共 的 边界 上 有 无 穷 次 的 
连续 性 , 因此 , MRE MET TT, 上 的 一 张 三 角 曲面 BOOS 
由 (36) 所 确定 的 曲面 在 TT 有 直到 阶 的 各 种 方向 导数 ,那么 
有 理由 认为 BOS B"(e) 在 它们 的 公共 边界 上 是 C" -连续 的 . 

有 了 上 述 C- 连 续 的 定义 ， 利 用 定理 8. 7 立即 得 到 


定理 8.8 三 角形 FZ =TTT, 上 的 Bezier 三 角 曲 面 

B"(b) = fA T"T.T; EAS Bézier 三 角 曲 面 BOE T.T; 上 
是 C- 连 续 的 ， 当 且 仅 当 

Cija = bS} alui suz sug), (37) 

Ep i=0, 1, +, 7 jtk=n—i, 其 中 lut, ul, u) 是 点 
TAF 7 的 面积 座 标 . 


讨论 三 种 特殊 情况 . 
C"- 连 续 
这 时 (37) 成 为 


Co, jik = Ġo, jks jt+k=n. 
这 表明 当 限 制 在 T:T: 上 时 ， 两 个 B- 网 的 控制 点 分 别 重 合 ， 因 
此 , 这 两 张 曲 面 有 一 条 重合 的 边界 曲线 ; 从 而 C"- 连 续 又 可 称 为 
位 置 连续 . 


C'- 连 续 

这 时 〈37) 包含 两 组 等 式 
Coja ™ bojs Jrk=n. (38) 
Ci j= U1 bi ja tur bo, 541.4 tus bojati jrk=n—1. 


(39) 
等 式 (38) 的 几何 意义 是 两 曲面 有 位 置 连续 ， 余 下 来 只 须 讨论 


Fy 


T; 


图 8.7 C!- 连 续 


(39) 的 几何 意义 ， 考 察 图 8.7， 图 中 的 n=4， 其 中 有 4 对 涂 黑 

了 的 子 三 角形 , 每 一 对 中 有 一 个 子 三 角形 在 中 , 另 一 个 在 三 

BÆTT T: 中 ,它们 有 一 公共 边 . 注意 : 它们 分 别 与 三 角形 TF 

与 三 角形 T TT 相似 ， 如 果 取 那个 在 .2 中 的 子 三 角形 为 座 

标 三 角形 ， 那 么 另 一 子 三 角形 中 与 公共 边 相 对 的 那个 顶点 关于 

这 一 新 的 座 标 三 角形 的 面积 座 标 也 是 ur, ui, ui) AR 
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(39) 的 意义 是 : Rha HT 上 方 的 三 个 控制 点 : 
| l 也 ,ba| ’ 


k 
gk, + NN 


所 决定 的 线性 函数 在 点 Cur ,u? ;u3 ) 处 所 取 的 值 ;或 者 说 ,在 两 
张 B- 网 上 对 应 于 图 8. 7 的 涂 黑 部 份 的 各 对 三 角形 是 共 面 的 . 

C-E 

这 时 37) 包含 着 三 组 等 式 ， 其 中 第 一 组 与 第 二 组 等 式 相 
当 于 说 曲面 首先 必须 是 C'- 连 续 的 . 由 于 刚才 我 们 已 说 明 C'- 连 
续 的 意义 ， 故 只 须 讨论 第 三 组 等 式 ， 

Caja = Ofa Clu stg stiz Jj +k=n— 2. (40) 

为 了 解释 (40), Æ S7 ) 中 取出 由 4 个 子 三 角形 组 成 的 涂 黑 了 
的 图 形 个 大 一 些 的 三 角形 ， 其 中 有 二 个 子 三 角形 的 一 边 
ETT, E; 在 训 分 S.CT*T;T;) 中 也 对 应 着 由 4 个 子 三 角形 组 


(2/n,j/n,k/n) 


图 8.8 C?- 连 续 
成 的 图 形 ( 也 是 一 个 三 角形 )， 见 图 8. 8， 很 明显 ， 这 两 个 图 形 
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(三 角形 ) 分 别 与 T UREA T TT 相似 ， 因 此 座 标 三 角 
形 了 7357 中 的 点 (2/a 7jat/a) 关于 涂 上 了 黑色 的 那个 图 形 
(三 角形 ) 的 面积 座 标 也 是 (wi ,wz ur), WREE, (40) 表示 
的 几何 意义 是 : 新 的 控制 点 〈 即 在 曲面 B"” (ce》 的 B- 网 上 的 控 
制 点 ) 


控制 点 所 决定 的 二 次 Bezier 三 角 曲 面 的 自然 延 拓 上 . 

对 于 高 阶 的 连续 拼接 ， 也 可 以 作出 类 似 的 几何 解释 . 

最 后 ,我 们 给 出 一 个 数值 例子 . 

设 在 三 角形 FT 上 给 定 一 张 3 次 的 Bézier 三 角 曲 面 ， 它 的 
Bernstein 系数 由 图 8.9 
表示 . T 外 的 一 点 了 T* = 
(—2, 3/2, 3/2), 要 在 三 
角形 T*T.T, 上 构 作 一 张 
3 次 Bézier 三 角 曲 面 ， 使 
之 与 原 曲 面 在 T,T; Lik 
到 C”- 和 连续 ， 按 照 图 8. 10 
实行 de Casteljau 算法 ， 图 8.9 一 张 三 次 曲面 的 Bernstein 系数 
所 求 的 曲面 的 Bernstein 系数 被 写 在 图 8. 11 中 , 在 图 8. 11 最 上 
边 的 那个 点 上 上 ， 可 以 填 入 任何 数值 ， 都 不 会 影响 C:- 连 续 性 . 

C- 连 续 问 题 是 Farin 解决 的 ， 但 我 们 这 里 的 推导 与 他 的 方 
法 不 同 . 

有 了 连续 拼接 的 条 件 之 后 ， 人 们 自然 会 想到 ， 如 何 把 两 张 
凸 的 三 角 曲 面 拼 接 起 来 ， 同 时 又 在 共同 边界 上 达到 某 种 连续 条 
件 ? 由 于 凸 的 B- 网 一 定 产生 凸 的 三 角 曲 面 ,因此 人 们 考虑 把 两 
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Œ 8. 10 


张 凸 的 B- 网 作 连 续 拼 接 的 
可 能 性 : [Grandine’89 ] 举 出 
的 例子 说 明 : 这 只 有 在 极 平 
几 的 情况 下 才能 实现 . 
设 三 角形 T =T,T,T; 
与 三 角形 T'7,7; 组 成 一 个 
非 凸 的 四 边 形 ( 见 图 8. 12)， 图 8.11 
又 设 TRF T 的 面积 座 标 是 Cr Uz slz ) 9 显然 这 时 uy <0, 


了 ”一 (ur U2 sU; ) 


图 8. 12 
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ur <0. 在 两 个 三 角形 的 公共 边 上 任 取 相 邻 的 三 个 结 点 , 又 在 每 
一 个 三 角形 上 都 取 两 个 与 这 三 个 结 点 最 近 的 两 个 结 点 〈 见 图 
8.13)， 为 了 记号 的 简便 ， 这 七 个 结 点 上 对 应 的 Bernstein 系数 
如 图 8. 13 所 示 . 


re y 
图 8. 13 
由 于 凸 的 B- 网 的 边界 是 凸 曲线 ， 所 以 
4 十 < 之 20. (41) 


如 果 曲 面 至 少 是 C'- 连 续 的 ， 则 有 


x’ = qu; + au; + buy, 
| 42) 
y’? = yut + buy + cuż. 
如 果 第 二 张 是 凸 的 B-N, DAE z*+>y' +b, WREE 
T ”一 多 之 0 一 ec， (43) 


将 (42) 代 入 (43) 的 左边 得 

(x — yut + (a — buf + (b — Cus Db-c, 
移 项 化 简 得 

(zWar + Ca — bul > (b — ce) (ur + us ), 
在 上 式 中 把 ur BEA, Wu 移 到 右边 : 

(x +c — y— Ou S-— (at+ec— wuz So 
由 于 wz <0 及 (41) 可 知 上 式 蕴含 着 
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(x te — y— dus 20. 

由 于 wi <0, REA Z 十 < 一 ?一 0 魏 0. 考虑 到 第 一 张 五 -网 也 是 
GH, A z 十 c 一 y 一 上 之 0. 因此 只 能 是 rz 十 c 一 ?一 2 一 0. 由 此 还 
可 推 得 a 十 c 一 26 一 0. 这 表明 : 在 两 张 B- 网 上 对 应 于 图 8. 13 的 
7 个 控制 点 共 面 . 由 于 在 B- 网 的 交 线 上 相 邻 的 三 个 控制 点 是 任 
取 的 , 所 以 两 张 B- 网 在 它们 的 共同 边界 上 以 及 最 靠近 这 条 边界 
的 那 一 排 网 线 上 的 所 有 控制 点 全 都 在 同一 平面 上 . 

从 以 上 的 结论 可 以 推出 一 些 有 趣 的 事实 ， 例 如 ， 在 一 个 等 
边 三 角形 上 设置 一 张 非 平面 的 三 阶 凸 有 -网 (这 总 是 能 办 到 的 ， 
而 且 有 无 穷 多 的 办 法 来 实现 它 ), 它 决 定 一 个 三 次 的 凸 曲面 , 从 
这 三 角形 的 中 心 ( 即 三 角形 的 重心 ) 向 每 一 个 顶点 联 一 直线 段 ， 
把 这 三 个 形 分 成 三 个 全 等 的 三 角形 LE 8. 14). 限制 在 每 一 个 


图 8.14 图 8.15 
这 种 小 三 角形 上 , 有 一 张 凸 的 三 角 曲 面 . 在 每 一 条 公共 边界 上 ， 
那 一 对 三 角 曲 面 显然 有 任意 阶 的 连续 性 , 自然 是 C:- 连 续 的 . K 
分 割 定理 , 可 以 算出 每 一 张 小 曲 面 对 应 的 B- 网 . 如 果 这 三 个 B- 
网 都 是 凸 的 , 那么 由 图 8. 15 可 见 , 所 有 的 控制 点 必须 在 同一 张 
平面 上 , 由 此 推出 : 原来 的 三 角 曲 面 必须 是 平面 , 原来 的 8 一 网 
也 必须 是 平面 , 这 就 是 矛盾 . 这 说 明 , 由 分 割 而 得 出 的 B- 网 中 ， 
至 少 有 一 个 不 是 凸 的 ,也 就 是 说 ,分 割 算 法 不 保持 巨 -网 的 凸 性 . 
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但 是 , 冯 玉 瑜 等 证 明 ( 见 [Feng et. al. 94]) 分 割 算法 保持 B- 
PH Oh HE 
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本 章 的 主旨 在 于 讨论 Bezier 三 角 曲 面 的 凸 性 ， 这 个 问题 无 
论 在 理论 上 或 是 实践 中 都 有 着 重要 的 意义 ， 在 实践 中 ， 人 们 总 
是 希望 用 一 种 简单 的 方法 来 控制 曲面 的 凸 性 ， 因 为 在 日 常生 活 
与 工程 技术 中 ， 凸 的 曲面 随处 可 见 ， 

对 于 Bézier = # tham a , HRW Davis 1984 年 的 工作 
可 以 说 是 提出 了 关于 凸 性 的 第 一 个 完整 的 结果 ， 它 描述 的 事实 
可 以 用 一 句 话 来 概括 :“ 凸 的 B- 网 产生 凸 的 Bezier 三 角 曲 面 ”， 
或 者 说 “Bezier 三 角 曲 面具 有 保 凸 性 ” 这 个 定理 为 “Bezier = 
角 曲 面 继承 了 它 的 B- 网 的 几何 特征 ”这 种 定性 的 描述 又 添加 上 
有 着 严格 数学 表述 的 注 记 . 

自 那 以 后 直到 现在 ， 关 于 三 角 曲 面 凸 性 理论 的 研究 方面 的 
CRAMER, KPA RRR SER 1984 年 的 工 
fF, EAB AR RE, SHRINKS AH “BARE”, y 
于 二 次 、 三 次 三 角 曲 面 的 凸 性 既是 充分 又 是 必要 的 ， 对 于 四 次 
三 角 曲 面 ， 至 今 还 未 出 现 类 似 的 工作 . 

我 们 在 本 章 中 完全 没有 涉及 向 量 ( 参 数 ) 形 式 的 Bézier 三 
角 曲 面 ， 对 那 类 曲面 而 言 ， 保 凸 条 件 的 研究 更 为 困难 ， 二 次 
Bézier 参数 三 角 曲 面 保 凸 的 必要 充分 条 件 ， 是 中 国 科学 技术 大 
学 的 青年 教师 郑 津 津 给 出 的 ， 见 [Zheng'93]. 

本 章 的 篇 幅 较 长 ， 为 了 研究 止 性 ， 必 须 利 用 方向 导数 的 概 
念 ， 方 向 导数 不 止 在 研究 曲面 的 西 性 时 ， 而 且 在 研究 曲面 的 其 
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他 几何 性 质 时 ， 都 是 有 用 的 工具 . 

本 章 的 最 后 一 节 谈 及 两 张 Btzier 三 角 曲 面 的 C" -拼接 的 问 
题 . 这 个 工作 属于 Farin. 过 去 的 函数 逼近 论 专 家 虽然 时 已 注意 
到 了 Bernstein 三 角 多 项 式 , 但 仅 讨论 单个 的 多 项 式 , 不 涉及 拼 
接 问 题 ，Farin 的 工作 的 重要 性 在 于 使 Btzier 三 角 曲 面 可 被 应 
用 于 CAGD， 用 来 构造 二 维 样 条 函数 . 

Grandine 的 发 现 ， 凸 出 了 弱 凸 的 B- 网 在 生成 由 许多 张 
Bezier 三 角 曲 面 拼 成 的 、 具 有 适当 连续 性 且 整 体 凸 的 曲面 时 的 
地 位 和 作用 . 
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第 九 章 Coons 曲面 


在 CAGD 中 , 除了 Bézier 曲面 之 外 ,最 为 适用 、 最 为 著名 
的 另 一 类 曲面 就 是 Coons 曲面 , 它们 的 发 明 者 S. A. Coons, 与 
Bézier 一 样 享有 CAGD 的 奠基 人 的 美誉 . 

本 章 将 对 Coons 曲面 作 一 简单 的 介绍 ,一 般 来 说 ,Coons H 
面 的 数学 理论 不 如 Bézier 曲面 的 相应 理论 来 得 丰富 和 深刻 . 

本 章 将 普遍 过 采用 向 量 的 记号 ， 一 张 空 间 曲 面 可 以 表示 为 
向 量 方程 

r=r(u,v) (1) 

其 中 (u,v) 是 一 对 参数 , 它们 在 uv 一 平面 上 的 一 个 区 域 A 中 
变化 , r=(2, y, z) 是 三 维 笛 卡尔 座 标 系 中 自 原点 出 发 的 一 个 
向 量 .，(1) 称 为 这 个 曲面 的 参数 向 量 方 程 。 方程 (1) 也 可 以 按照 
分 量 写成 


r= z(u,v) 
y= yuv), (vue P (2) 
z = z(u,v). 
曲面 QQ) 也 可 以 视 为 由 wv- 平面 上 的 区 域 多 到 该 曲面 的 一 个 映 
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RR: 

(u,v) —> rlu,v) (u,v € Z. 
4v=v, RE EER r =ru, v) 变 成 了 单 参数 u 的 向 量 值 勇 
数 ， 这 是 曲面 上 的 一 条 曲线 ， 称 为 曲面 的 w- 线 . 类似 地 可 定义 
曲面 的 v- 线 , 即 国定 x 值 只 让 wv 变化 所 产生 的 曲线 . 一 般 地 说 ， 
过 曲面 上 的 一 点 r Gos vo) 有 一 条 xz- 线 r 一 r(z，zo) 及 一 条 vw- 


切 向 量 Zr (urs) EEA rues vo) 的 w- 线 的 切 向 量 ， 而 
Srt rv) 是 在 点 (uowv6) 的 v- 线 的 切 向 量 ， 所 以 向 量 积 


也 rzavzo) x Dr Curve) (3) 
是 曲面 在 点 r(wuo。, vo) 处 的 法 向 量 . 已 知 点 rly, vo) AREE 
该 点 处 的 法 向 量 ， 就 很 容易 写 出 曲面 在 这 一 点 上 的 切 平面 . 
Pll ia, b, “是 给 定 的 三 个 向 量 ， 且 ce， 5 不 平行 ， 于 
是 
r=au+ bv +c 
是 一 张 平面 的 方程 ， 其 中 (u v) 在 全 wv 一 平面 上 变化 .这 张 
平面 过 点 re， 它 的 法 向 量 在 各 点 处 都 是 一 样 的 ， 即 
: x x apn axb. 
du du 
例 2 考察 以 原点 为 中 心 、 半径 为 1 的 球面 , 称 之 为 单位 球 
面 ， 它 可 以 表示 为 参数 方程 
xz = sinwcosv, 
| = sinusinv, 
z = COSU, 
其 中 Gv) € P = [or] x [0,21]. BAHAY uR 
上 的 “ 纬 线 "， 而 v- 线 则 是 球面 上 的 “经 线 ”. 
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$1 双 文 字 的 记号 


在 讨论 曲面 的 时 候 ,Coons 使 用 了 一 些 非 常 简洁 的 记号 . 在 
前 面 ， 我 们 把 一 张 曲面 的 参数 向 量 方程 记 为 r(u,v), 其 中 参数 
U, V 在 平面 区 域 多 中 变化 , 由 于 在 CAGD 中 讨论 的 是 一 片 
曲面 ( 即 曲面 片 ), 它 占 住 的 空间 总 是 有 限 的 , 因此 多 可 以 被 认 
为 是 一 个 有 界 的 区 域 . 在 适当 的 变换 之 下 , 可 以 把 多 变 为 uv 一 
平面 上 的 单位 正方 形 , BP Co, 1] x 00,1], 因此 我 们 可 以 直 
接 认 为 多 二 [0, 1] x [0, 1]. 以 前 节 的 例 2 来 说 明 ， 如果 令 
u =u/r Hv =v/ (2x)， 那 么 参数 Cu’, v) 的 变化 区 域 就 是 
Co, 1jx[o, 1]. 

在 这 种 约定 之 下 ， 曲 面 r=r(u,v) 可 以 看 作 是 由 单位 正方 
形 上 的 点 到 曲面 上 的 点 之 间 的 一 个 映 象 (图 9. 1). 


FCtosy o) 


9.1 单位 正方 形 到 曲面 上 的 喘 象 
Coons 把 向 量 值 函数 ruv) 直接 记 为 uv, 请 注意 ,这 里 uv 


决 不 是 x 与 这 两 个 参数 的 乘积 ， 而 是 被 作为 一 个 整体 来 看 竺 
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的 一 个 “ 双 文 字 的 记号 ”, 它 本 身 表 示 着 一 个 双 参 数 x 与 v 的 向 
HARM. wv) 在 单位 正方 形 [0,14X [0,1] 上 变化 ,因而 代 
表 一 张 曲面 片 . 相应 地 ,r(0,v) 与 r(1,v) 直接 表示 为 0v 及 1v， 
它们 是 两 个 单 参数 的 向 量 函 数 ， 因 而 是 两 条 曲线 ， 很 明显 ， 这 
是 两 条 特殊 的 v- 线 , 代表 着 曲面 的 一 对 边界 . 另 一 对 边界 是 x0 
与 1， 它 们 是 一 对 特殊 的 w- 线 ， 这 四 条 边界 正好 是 参数 平面 
(Bl wv- 平面 ) 上 单位 正方 形 的 四 条 边界 的 映 象 . 

相 邻 的 两 条 边界 的 交点 是 四 个 常 值 向 量 , 即 00,01,10,11， 
它们 分 别 是 单位 正方 形 的 四 个 顶点 (0，0)，(0，1)，(1，0)， 
G, D RZ. mÆ 00, 01, 10, 11 叫做 曲面 的 四 个 角 点 . 

上 面 介绍 的 这 种 简单 的 记号 ,不 止 是 具有 节约 书写 的 功效 ， 
更 重要 的 是 强调 了 曲面 上 的 点 是 由 参数 值 直接 确定 的 这 一 意 
义 . 一 旦 习惯 了 这 种 记号 ， 就 会 认识 到 它 的 确 是 简洁 明了 的 记 
号 ， 并 不 会 带 来 任何 混乱 ， 当 然 ， 如 果 我 们 同时 要 讨论 两 张 或 
者 好 几 张 曲面 , 那 就 应 当 在 wo 的 左边 冠 以 不 同 的 大 写 拉 丁字 母 
来 区 别 这 些 曲面 . 

下 面 是 各 种 偏 导向 量 中 几 个 有 代表 性 的 记号 ， 例 如 


wi = uv) 
UF = u 9 
a 
UV = ug UY» 
uv, : = Z w), 
a 
Ov, : = |, 
F (uv) 
lUw : = 3 u=19 
g 
01,3? = uy ev? | -= 
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如 此 等 等 . 

考察 记号 ww 在 这 里 v 被 理解 为 固定 的 , 偏 导向 量 是 对 变 
数 来 计算 , 因此 , 它 表 示 曲 面 上 RADAR. 同样 地 uv 
可 看 作 是 六 线 上 的 切 向 量 . 所 以 ， 当 uv, 与 uv, PHRI, uv 
Xuv, 可 以 代表 曲面 uv 的 法 向 量 . 

特别 地 , Ov, 5 lo, 分 别 是 在 边界 Ov 与 lv 的 各 点 上 zx- 线 的 
导向 量 ， 称 之 为 边界 斜率 ; 另 一 对 边界 斜率 是 wu0, Rul. 而 
0vw，1vwm，u0w，ulw 则 称 为 边界 曲率 ,这 只 是 一 个 名 称 ， 与 微 
分 几何 中 的 “曲率 ”的 概念 是 有 区 别 的 . 


§2 简单 曲面 片 


设想 给 定 了 两 条 空间 曲线 

[xolw) s yol) ,zo lu)], 

[zi Cu), y (4),2z,(a)], 
0 委 x 和 1， 分 别 记 作 w0 Rul. 考察 双 参 数 的 向 量 值 函数 

(1 — v)u0 + v(ul) (4) 
o 和 xz，zv 委 1， 向 量 值 函 数 (4) 表 示 一 张 曲面 片 ， 由 于 v 一 0 时 我 
们 由 (C4) 得 出 x0, v==1 时 得 出 wl, 可见 (4) 以 给 定 的 两 条 曲线 
为 一 对 边界 . 对 于 任何 固定 的 值 xE [0, 1], (4) 表示 一 段 直线 ， 
所 以 (4) 是 一 张 “ 直 纹 面 ”, 它 的 另 一 对 边界 分 别 是 直线 段 (1 一 
v)00 十 vol 及 (1 一 v)10 十 vll. 


如 果 给 定 了 两 对 曲线 
ud, ul, 0 委 x 委 1， 
Ov, lv, O<v<l, 


我 们 希望 作出 一 张 曲面 片 ， 使 得 这 两 对 曲线 成 为 这 个 曲面 的 两 
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对 边界 ， 这 也 是 容易 办 到 的 . 自然 地 ， 这 4 条 曲线 应 当 连 接 起 
来 ， 合 成 一 条 封闭 的 空间 曲线 ， 也 就 是 说 ， 必 须 有 

limu0 = lim Ov, 

limu0 = limlv, 


limu1 = lim0v， 
u— 0 uv) 


limu] = limlv. 
仿照 (4) 作出 

Q — u)0v + ulv), (5) 
这 也 是 一 张 空间 曲面 片 , 它 的 一 对 边界 是 Ov 与 lv, 但 另外 一 对 
边界 分 别 是 直线 段 


(1 — u)00 + ul0 (1 一 #)01 + ull. 
所 以 , FE C4) 5 OERR WH TEA i EAE, ENA 
这 时 每 一 条 边界 上 都 多 余 了 一 段 直线 . 这 4 段 直线 正好 是 以 
00，01，10，11 这 4 个 角 点 所 确定 的 “ 双 线 性 曲面 ” 


0l rl—v 
[1—w | all v ] (6) 
的 边界 . 因此 , 把 (4) 与 (5) 迭 加 之 后 再 减 去 双 线性 曲面 (6) 便 是 


我 们 所 需要 的 结果 ; 
S(uv): = [1 — u ol "+ Cuo aJl’ | 


— [1—u "|" "jl "| (7) 


由 (7) 给 出 的 曲面 5 Cxwv) 叫 做 简单 曲面 片 , 它 插值 于 4 条 给 定 的 
边界 曲线 . 

Coons 本 人 把 曲面 (7) 写 成 更 紧 次 的 矩阵 形式 . 首先 , 容易 
直接 验证 下 列 和 矩阵 等 式 


. 了 509。 


0 0 0 
(1 ~ ww) |= [1 l1—wu afe 0 o | 


lv 0 0 


[uo aif "|= (1 1—w ule 


由 此 立 知 
0 uQ ul | 
S€uv) = [1] i—u afe 一 00 — 0l 
lv 一 10 ~ 11) 


上 式 还 可 以 进一步 改写 为 
S(uv)=—[-1 1—u ual. 


O «0 ul][— 1 
o 00 | — vj. 
lv 10 11 v 


在 (8) 的 双方 令 v=0， 得 到 
O MO ul 
S(u0) 一 一 [一 1 1 一 zx afo 00 01 
10 10 11 
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uO 
=-[—1,l wa = 40, 


0 
同 理 可 得 
Sul) = u1,S(0v) = w,S (1v) = lv, 
这 表明 曲面 SCwv) 确 实 包含 了 4 条 给 定 的 曲线 为 自己 的 4 条 边 
界 曲线 . 
这 里 提出 以 下 三 点 注意 . 
1. 在 上 述 推导 中 涉及 的 一 切 方 阵 , 都 是 以 向 量 为 元 素 的 方 
阵 ， 其 中 单个 的 0 应 理解 为 零 向 量 ; 
2， 公 式 (8) 右 边 的 行 向 量 与 列 向 量 ， 若 不 计较 变量 记号 的 
差别 ， 它 们 是 互 为 转 置 的 ; 
3 公式 (8) 右 边 的 三 阶 方 阵 仅 涉 及 曲面 的 边界 信息 :第 一 
行 中 包含 着 一 对 边界 曲线 ,第 一 列 中 包含 着 另 一 对 边界 曲线 ; 右 
下 角 那 个 二 阶 子 方 阵 由 曲面 片 的 4 个 角 点 组 成 .. 
由 于 简单 曲面 片 只 是 包含 着 4 条 给 定 的 边界 ， 对 于 应 用 来 
说 似乎 是 太 简 单 了 , 但 是 它 首先 提出 了 “ 超 限 插值 ” 的 概念 , 为 
插值 与 逼近 理论 带 来 了 新 的 思想 .过 去 的 插值 ， 多 发 生 在 离散 
的 点 上 , 而 简单 曲面 片 插值 于 4 条 曲线 , 曲线 上 有 无 穷 多 个 点 ， 
这 种 类 型 的 插值 也 就 被 称 为 超 限 插值 ， 简 单 曲面 片 的 矩阵 表示 
(8)， 也 为 今后 的 推广 提供 了 方便 的 途径 . 


$ 3 具有 指定 边界 和 边界 斜率 的 曲面 片 


设想 除了 给 定 四 条 边界 曲线 
u0, ul, Ov, lv 


之 外 ， 还 给 定 了 这 些 边 界 曲线 上 的 边界 斜率 
w0,5 ules Over luis 
我 们 试图 求 出 包含 所 有 这 些 信息 的 曲面 ， 为 了 这 一 目的 ， 需 要 
用 到 第 二 章 公 式 (7) 中 给 出 的 三 次 Hermite MEERA Fo Fi, 
Go, G. 起 着 重要 作用 的 万 是 由 惩 阵 
F0) F0 CC0) G0) 
Fo) FFMM G1) GAD 
F’) F Oœ) Go (1l) G1' (0) 
FD F/G) GMD Gia) 
所 表示 的 基 性 质 ， 由 基 性 质 可 知 : 曲面 
F, 
F, 
[ud wk u0, ul] Gl’ (10) 
G, 
其 中 单列 矩阵 中 的 基 函 数 以 " 为 变数 ,包含 着 一 对 边界 uO, ul 
及 它们 的 边界 斜率 uO. ule AM, HT 
Ov 


(9) 


oO o O e 
O oF o 
or o o 
æ Oo >o o 


` 、 lu 
[Fo F, Go co |， (11) 


lv, 


其 中 单行 矩阵 中 的 基 函 数 以 u 为 变数 ， 包 含 着 另 一 对 已 给 的 边 
F w, lo 以 及 相应 的 边界 斜率 ， 但 是 ， 若 只 是 把 曲面 (10) 和 
(11)? 简 单 地 远 加 起 来 ， 并 不 能 给 出 所 需 的 结果 ， 这 是 因为 (10) 
当 一 0 时 给 出 了 边界 
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F, 
[00 01 00, 01,] ， (12) 
Go 
Gi 
而 当 wx 一 1 时 给 出 了 边界 
Fy 
F, 
[10 11 10, 11,] ; (13) 
Ga 
G, 
在 边界 (12) 与 03 上 分 别 产 生出 边界 斜率 
F, 
F, 
[00, Ols O00. Olw] C (14) 
G, 
Fo 
F, 
F10, 1i, 100 lie] . (15) 
Go 
G, 


为 了 把 这 4 个 量 的 作用 抵消 ， 应 当 从 (10) 与 (11) 的 和 中 减 去 : 
(12) X Fo(u) + (13) X Fy +14) XG CO) 二 + (5)XGi(u); 若 
用 和 矩阵 来 表示 这 4 项 之 和 ， 那 就 是 
00 01 ; 00, Ol] [Fo 
10 11:10, 11,||F, 
LFF GG, ] 00. 01, 00. 01. | |6, (16) 
10, 1. 100 Ie! |G, 
由 (16) 关 于 文字 w, vv 的 对 称 性 可 知 ， 当 v=0 及 v=1 时 ， 
(16) 正 好 也 抵消 了 曲面 (11) 带 来 的 多 余 的 边界 和 边界 斜率 ， 这 
就 是 说 ， 曲 面 
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lv 
Tw): = [FFGG, | 0 +[u0 ul u0, wl,] 
v 


00 01 00, 09091,1 [Fo 
10 11 10 1L IF, 
一 [FPGG 0. Ole 006 Ole | IG (18) 
10. 11, 10. wd LG; 
插值 于 4 条 给 定 的 边界 以 及 各 边界 上 的 斜率 , 这 是 通过 (18) 可 


以 直接 检验 的 ， 例 如 说 


00 1 
T(u0) = [F.F,G,G, ] 0 十 [ux0 wl ud wl,] i 
10, 0 
00 01 00, 01,1ri 
[PPGG ] 11 10, | 11, |10] _ “0, 
00, O1, OO lal | 0 
10. 1d, 104. 11} LO 
同 理 可 证 
Tul) =a1,TQv) = ov , T(1v) = 
再 转 来 讨论 边界 斜率 ， 在 (18) 双 方 对 v 求 导 ， asl 
Ov, Fy 
Tw) = [F,F,G,G, | +[u0 ul u0, ul,] a 
lv Gl 
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00 01 00, 01,] [Fo 
10 
= [F.F,G.G, ] 00, 7 , 9 


10, 1 lL 00.0 Oly G1 


用 v= 二 0 代入 上 式 右边 ， 得 
00。 


10v 
[F.F GG] 00 + [uO ul ud, ul,] 


10.0 
00, 


al 7 ~ 10, 
= CF oF 1CoC J 00,, = u, 


10。 
所 以 得 到 了 
Two) L uo., 


用 类 似 的 计算 还 可 以 得 到 其 他 三 个 等 式 
aT (ul) = ul 
ov 
BA) = 0v., 
dT (lv) 
-a = lv,. 
这 就 证 明了 曲面 (wv) 不 但 是 插值 于 4 条 给 定 的 边界 ， 同 时 也 
插值 于 4 个 给 定 的 边界 斜率 . 
与 前 节 一 样 , 通过 一 系列 的 简单 计算 , 可 以 把 曲面 (18) 表 
示 成 为 更 加 紧凑 的 矩阵 形式 ， 
T (uv) =— | — 1F,F,G,G, | 
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lv 10 11:30, 1h} | Fi (19) 
lv, 10. 11,10. Ind LG, 
公式 (19) 的 右边 的 5X5 方 阵 中 元 素 的 分 布 有 很 明显 的 规律 性 ， 
方 阵 的 第 一 行 、 第 一 列 由 给 定 的 两 对 边界 与 相应 的 边界 斜率 组 
成 ， 其 余 4 个 2X2 的 子 块 中 的 元 素 分 布 总 是 呈 
[°° 017 
10 n 
的 形状 ， 但 须 添加 适当 的 下 角 标 .具体 地 说 ， 每 个 元 素 的 下 角 
标 由 它 所 在 的 行 的 第 一 个 元 素 、 所 在 列 的 第 一 个 元 素 的 下 角 标 
来 确定 . 这 4 个 2X2 子 块 所 含 的 只 是 4 个 角 点 上 的 信息 . 
认 清 了 这 种 规律 性 ,可 以 很 容易 地 推广 前 节 和 本 节 的 结果 . 


$4 更 高 级 的 Coons 曲面 


如 果 不 但 给 定 了 4 条 边界 曲线 、 边 界 斜率 ， 而 且 又 给 定 了 
4 个 边界 曲率 ， 即 再 给 定 
UDs Uline Ours lowes 
能 不 能 作出 一 张 曲 面包 容 所 有 这 一 切 信息 ? 回答 是 肯定 的 .这 
时 需要 用 到 5 次 Hermite HMMM Fo. Fi, Go Gio Ho, H, 
《注意 , 这 里 的 Fo, Fi, Go. G 483 中 的 那 4 个 三 次 多 项 式 是 
不 同 的 ) ， 它 们 满足 基 性 质 
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rF,(0) FO GO) GO) H.) H,O) 
FO) FAO) Gd) Gd) 五 (1) Aya) 
Fuo(0) Fy) Go(0) GO) Hy (0) H'O] 
F/G) FQ) Go Gia) HJO) Ad) 
Fo"(0) F,"€0) G”(0) G,"(0) Ho.”(0) A,"(0) 
LFo"1) F”) G70) G'A) AY”) Ay") 
RF 表示 6X6 的 单位 方 阵 ， 即 主 对 角 线 上 的 元 素 为 1 其 余 
TUR A 0 的 方 阵 . 在 第 二 章 中 , 利用 控制 多 边 形 的 几何 特征 ,我 
们 定 出 了 三 次 Hermite (ABMs 完全 相同 的 技巧 可 以 使 我 
们 通过 Bernstein 4 ph BORE 5 次 Hermite 插值 基 函 数 ,建议 、 
读者 当 作 习题 来 做 . 在 当前 的 讨论 中 ,我 们 并 不 需要 这 6 个 5 次 
多 项 式 的 具体 表达 式 ， 只 需要 它们 的 基 性 质 便 足以 够 用 . 
类 比 着 公式 (19)， 可 以 予 见 所 需 的 曲面 应 是 


K (uv) ; 一 一 [一 1F,F,G,G,H,H, |M Gy » (20) 


其 中 7X? 方 阵 


M: = Ov :00, Oly! 00% Oly} 00m Olw| CD) 


M 的 第 一 行 、 第 一 列 包含 着 各 条 边界 的 信息 , 其 中 有 边界 曲线 、 
边界 斜率 、 边 界 曲率 ; 其 余 9 个 二 阶 子 块 只 包含 角 点 信息 ， 每 
一 块 中 元 素 的 分 布 有 着 相同 的 模式 . 
通过 公式 (20) 可 以 直接 验证 曲面 (uv) 的 确 插值 于 12 个 
给 定 的 边界 信息 ,验证 的 过 程 也 并 不 繁琐 ,读者 自己 可 以 一 试 . 
有 了 以 上 的 认识 ,再 想 要 作出 包容 更 多 边界 信息 的 曲面 ,也 
成 了 轻而易举 之 事 . 


$5 双 三 次 曲面 


作为 非 职业 数学 家 的 Coons 彻底 地 解决 了 给 定 在 4 条 边 
界 上 任意 高 级 的 边界 信息 的 插值 问题 ,表达 式 (8)、 aD, 
(20) 与 (21) 又 是 那么 精美 , 使 人 们 不 得 不 叹服 他 对 于 “插值 
与 盘 近 ”的 数学 理论 的 重大 贡献 . 事实 上 , Coons 的 超 限 插值 的 
理论 创造 出 一 个 细 新 的 方向 , 引起 了 众多 的 讨论 . 可 惜 的 是 , 这 
些 理 论 在 CAGD 的 实际 问题 中 并 没有 大 的 用 处 , 原因 是 从 实际 
问题 中 提供 不 出 那么 多 的 边界 信息 . 
在 CAGD 中 ， 用 得 最 多 的 倒是 由 〈16) 给 出 的 曲面 
00 01 i 00。 Ol] [Fo 
Cuv): = [F,F,GG,] 10 veces 11 į 10 aaan 11, F, (22) 
00, Ol, ; OOw 01% | |G 
10, 1h i 10m Vee} lG. 
对 这 曲面 C av) 来 说 , SAS u 它 对 v 是 三 次 的 , HE v 时 则 
对 w 是 三 次 的 ， 所 以 被 称 之 为 双 三 次 曲面 ， 它 所 需要 的 信息 全 
部 出 现在 (22) 右边 的 4X4 方 阵 中 , 所 以 这 个 方 阵 叫 做 角 点 信 
BGR, CHE 16 个 向 量 , 可 分 成 4 个 2 阶 子 块 , 左上 和 角 那个 
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子 块 由 4 个 角 点 的 位 置 向 量 组 成 ， 左 下 角 与 右上 角 那 两 个 二 阶 
子 块 是 角 点 上 的 两 组 切 向 量 . 所 以 这 三 个 2 阶 子 块 有 着 明确 的 
几何 意义 ， 但 是 ， 其 中 右 下 角 那 个 2 阶 子 块 

| a 

10, Llu 
没有 确切 的 几何 意义 ， 它 们 不 是 几何 不 变 的 ， 其 中 的 4 个 向 量 
叫做 角 点 上 的 扭 向 量 . 

直接 的 计算 表明 ; C uv) 插值 于 这 16 个 角 点 信息 ， 也 就 

是 说 


C(10) = 10, 
caD _ 
Ta 10 
Cao _ 
MN — uv > 
如 此 等 等 . T 


双 三 次 曲面 与 各 角 点 信息 之 间 的 关系 可 见 图 9. 2. 
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双 三 次 曲面 是 十 分 灵活 的 ， 调 整 这 16 个 向 量 中 的 任何 一 
个 ， 都 会 引起 曲面 的 变化 ， 在 常见 的 设计 和 通 近 上 曲面 中 ， 双 三 
次 曲面 足以 够 用 ,CAGD 中 人 们 常常 提 到 的 “Coons Hi”, E 
是 Coons 的 双 三 次 曲面 ,而 并 非 $ 2、$ 3、$ 4 中 那些 精彩 的 成 
果 . 当然 , 为 了 让 双 三 次 曲面 在 CAGD 中 发 挥 更 大 的 作用 ， 还 
得 解决 两 张 双 三 次 曲面 的 光滑 拼接 的 问题 . 

现在 来 计算 双 三 次 卓 面 的 边界 斜率 ， 在 〈22) 双方 对 uv 求 


导 ， 得 到 
00 01 ;00，0L] fFo 


10 11/10, IRF 
Luv) = [FF GG] o Llano. Lia . 11, ! ， 
Os Ols | 00。 Ole [Go 
10, 11, : 10 11. Ci 
于 是 边界 斜率 
01, 
ul) . l1, 
dv Oly | 
lla 


设想 另 有 一 双 三 次 曲面 


Qn An a3 a4); Fo 
a 

Aluv) : = [F FGG] ’ (23) 
ai Gy an Ay | |Go 


a4 an a4! |G, 
车 让 它 与 Cluv) 有 公共 的 边界 ， 例如 说 人 
Aud) = Cui), 


必须 而 且 只 Tal 
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a, 11 

ay, ~ lol 

La | 11, 

如 果 再 令 

[ai3 Ol, 
Qo; A ll. 
as; Olu 
L243 | lla 


这 里 4 为 任何 正 实数 ， 那 么 就 有 
aA (u0) Hed 
ov aw ' 


这 时 不 论 (23) 的 右边 4X4 方 阵 的 第 二 列 、- 第 四 列 的 的 向 量 如 
何 选 择 , 那么 曲面 C 与 曲面 4 不 但 有 公共 的 边界 , 而 且 在 这 条 
公共 边界 上 有 共同 的 切 平 面 ( 因 为 在 这 条 公共 边界 上 每 一 点 处 ， 
两 张 曲面 的 法 向 量 是 共 线 的 ). 


§6 结束 语 


Coons 5 Bézier fal ft CAGD ff) BEE A. Coons 曲面 是 
CAGD 的 基本 内 容 之 一 ，Coons 的 最 伟大 的 贡献 ， 从 数学 理论 
方面 来 看 ， 应 当 是 他 提出 了 超 限 插值 的 理论 ， 为 播 值 和 逼近 开 
拓 了 新 的 领域 .他 成 功 地 解决 了 给 定 曲面 四 条 边界 上 任意 高 级 
的 信息 之 后 ， 如 何 来 求 出 持 值 曲面 ， 他 求 出 的 曲面 的 显 式 表达 
又 是 那么 简洁 精美 . 但 是 ,在 CAGD 中 所 用 到 的 Coons 曲面 ,只 
不 过 是 双 三 次 曲面 ， 这 类 曲面 只 需要 给 出 曲面 4 个 角 点 上 的 信 
息 ， 这 些 信息 除了 扭 向 量 之 外 ， 都 有 明确 的 几何 意义 ， 如 何 处 
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理 扭 向 量 ， 直 到 目前 也 没有 出 现 令 人 满意 的 办 法 . 

把 Coons 曲面 同 Bézier 曲面 作 一 比较 ,可 以 看 到 在 Coons 
的 理论 中 ， 没 有 与 控制 网 相对 应 的 东西 ， 因 此 它 与 几何 的 结合 
就 远 远 不 如 Bézier 方法 同 几何 的 关系 那么 密切 。Coons 曲面 谈 
不 上 凸 包 性 质 ， 更 不 用 说 保 形 性 、 保 凸 性 之 类 的 性 质 ， 这 些 都 
Æ Coons 曲面 的 缺陷 . 现实 情况 表明 ,在 CAGD 的 专门 杂志 上 ， 
对 Bézier 方法 的 讨论 和 研究 现今 已 占 到 了 绝 大 多 数 的 篇 幅 ， 这 
同时 也 说 明了 为 什么 本 书 只 是 在 最 后 一 章 中 简要 地 介绍 了 
Coons 的 工作 . 
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编 后 记 


1989 年 夏 ， 国 内 一 些 数 学 家 和 湖南 教育 出 版 社 编辑 同志 在 
南开 大 学 和 北京 大 学 聚会 , 深 深 感 到 ,“ 当 今 数 学 的 面 铬 日 新 月 
异 ， 数 学 的 功能 正在 向 其 他 自然 科学 、 工 程 技术 其 至 社会 科学 
领域 扩展 和 活 适 ， 数 学 本 身 在 强大 的 社会 要 求 和 内 部 动力 的 推 
动 下 , 不 断 追 求 自身 的 发 展 和 完美 ”, 希望 能 组 织 各 方面 专家 编 
写 一 批 书 藉 ,“ 在 中 学 数学 的 基础 上 ,用 现代 观点 向 高 中 生 、 中 
学 教师 、 大 学 生 、 工 程 技术 人 员 、 自 然 科 学 和 社会 科学 工作 者 
以 及 一 切 数 学 爱好 者 介绍 一 些 数 学 思想 ， 使 大 家 真正 地 认识 数 
学 ， 了 解数 学 、 热 爱 数学 ， 走 向 数学 ”， 这 就 是 “走向 数学 ”从 
书 的 起 源 ， 我 们 商定 这 和 套 通 俗 读物 的 宗旨 是 “用 浅显 易 懂 的 语 
言 从 各 个 方面 和 角度 向 读者 展示 一 些 重要 的 数学 思想 ， 讲 述 数 
学 《尤其 是 现代 数学 ) 的 重要 发 展 ， 介 绍 数学 新 兴 领 域 、 数 学 
的 广泛 应 用 以 及 数学 史上 主要 数学 家 〈( 色 插 我 国 数学 家 ) 的 成 
就 .” 

由 于 数学 界 大 力 支持 ， 数 学 “天 元 项 目 ”的 殉 助 、 中 国 数 
学 会 传播 委员 会 和 湖南 教育 出 版 福 的 不 懈 努 力 ， 目 前 这 套 丛 书 
已 出 版 16 本 ， 这 些 书 尽管 深浅 不 同 ， 风 格 各 异 ， 但 至 少 有 一 个 
共同 之 处 , 即 作者 们 均 朝 着 本 丛书 宗 骨 和 目标 做 了 认真 的 努力 ， 
本 丛书 第 一 辑 于 1991 年 获 中 国 第 六 届 中 国 图 书 奖 , 也 受到 港 台 
和 新 加 坡 等 地 读者 和 数学 家 的 好 评 以 及 出 版 界 的 注意 ， 美 国 井 
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城 大 学 数学 条 杨 忠 道教 授 对 此 丛书 给 予 极 大 的 热情 ,从 1993 年 
起 我 们 扩大 了 编辑 委员 会 ， 邀 请 杨 忠 道教 授 作 主 编 ， 共 同 主 持 
这 宕 丛书 的 出 版 工作 ， 在 1993 年 10 月 举行 的 第 三 次 编辑 委员 
会 会 议 上 ， 决 定 进一步 拓宽 本 丛书 的 内 容 ， 所 以 第 三 辑 中 的 有 
些 书 ， 在 数学 知识 方面 ， 要 较 前 两 辑 深 一 些 . 

几 年 来 ， 有 尽管 作者 们 作 了 很 大 的 努力 ， 但 我 们 深 知 ， 用 通 
俗语 言 介绍 如 此 丰富 的 数学 思想 和 飞跃 的 发 展 ， 是 一 项 十 分 艰 
RAGES. 我 们 热诚 地 欢迎 广大 读者 的 批评 和 意见 ， 以 利于 今 
后 改进 和 提高 ， 如 前 所 述 ， 这 批 书 的 写作 风格 各 异 ， 取 材 的 深 
度 和 广度 也 有 所 差别 既 使 不 少 作者 几 易 其 稿 ， 力 图 把 基点 放 在 
初等 数学 ， 但 是 要 介绍 现代 数学 的 思想 和 内 容 ， 很 难 避 免 引 进 
深 一 层 的 概念 和 方法 ， 所 以 ， 我 们 不 能 苛求 读者 在 最 初 几 遍 就 
能 把 书 中 叙述 的 内 容 和 体现 的 思想 方法 全 部 读 懂 ， 但 是 希望 具 
有 不 同 程度 数学 知识 和 修养 的 数学 爱好 者 在 认真 读 过 这 些 书 之 
后 都 能 有 了 所 收获 ,开阔 眼界 ,增长 见识 , 从 而 更 加 认识 数学 ， 了 
解数 学 ， 热 爱 数学 和 走向 数学 ， 


Boe 


识 于 一 九 九 四 年 二 月 . 
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